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本 书 办 一 木 所 究 多 变量 图 示 、 征 图 问题 的 专著 。 全 书 素 统 地 兽 述 多 给 
几何 学 的 基本 概念 与 理论 ! 详细 地 论述 蒙 日 体系 中 几何 元 素 图 承 和 图 解 的 
理论 和 和 方法， 介绍 多 维 空间 中 各 具有 图 示 特 点 的 多 种 投影 体系 和 作 图 方 
法 ， 以 及 多 维 画 法 几何 在 次 和 理 、 化 学 、 冶 金 、 曲 而 设计、 多 目标 优化 、 线 
性 规划 等 方面 的 具体 应 用 。 

本 书 可 作为 工程 图 学 去 业 的 学 生 、 研 究 生 的 教材 ， 也 可 作为 广大 工 
各 技术 人 员 、 科 学 工作 者 、 高 等 院 以 师 生 的 参考 书 。 
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多 维 画 法 几何 学 是 多 维 几 何 学 与 画 法 几何 学 相 结合 的 一 门 学 科 ， 它 是 以 图 形 来 研究 多 变 
量 图 示 与 图 解 问题 。 这 门 学科 从 产生 以 来 ， 已 经 过 了 相当 长 的 发 展 时 期 ， 但 在 近期 才 取 得 了 
较 大 的 进展 。 我 国 从 八 十 年 代 初 期 开始 对 这 门 学 科 进 行 深入 的 研究 ， 在 科学 技术 中 的 应 用 也 
逐渐 得 到 重视 ， 并 取得 了 可 喜 的 进展 。1982 年 , 作者 受 中 国 工程 图 学 学 会 的 委托 , 在 上 海 举办 
了 两 期 多 维 画 法 几何 讨论 班 。 随 后 ， 专 门 举行 了 多 维 画 法 几何 专题 研究 会 ， 并 在 全 国 与 地 方 
学 会 年 会 上 以 及 有 关 刊 物 上 陆续 发 展 了 大 量 论文 。 本 书 就 是 以 作者 在 上 述 讨 论 班 的 讲座 教材 
为 基础 ， 并 综合 了 一 些 最 新 研究 成 果 编 写 而 成 的 。 

本 书 由 朱 辉 编写 第 一 .二 .三 、 四 、 九 、 十 、 十 一 、 十 二 各 章 ， 程 祖 术 编写 第 五 .六 、 七 、 
八 、 十 三 、 十 四 、 十 五 、 十 六 各 章 。 

本 书 编写 过 程 中 曾 得 到 前 中 国 工程 图 学 学 会 理论 图 学 专业 委员 会 主任 委员 [ 葛 著 祥 后 授 
的 鼓励 与 支持 。 作 者 对 张 九 垣 教授 、 厉 声 林 教 授 以 及 所 有 关怀 本 书 编写 工作 的 同志 表示 衷心 
感谢 。 此 外 ， 钱 表 同 志 曾 对 本 书 的 一 些 章节 所 出 了 许多 宝贵 意见 ， 王 继 成 同志 帮助 绘制 了 部 
分 播 图 ， 金 彬 彬 同志 帮助 刺青 了 部 分 文稿 ， 陆 和 逸 影 同志 描绘 了 全 书 捅 图 。 在 此 说 致 谢意 。 


朱 辉 ” 程 祖 街 
1984 年 10 月 于 上 海 
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第 一 篇 ”多维 几何 学 导论 
第 一 章 “多 维 空间 的 基本 知识 


第 一 节 ”多维 空间 的 直角 坐标 与 子 空间 


一 、 多 维 空间 的 直角 和 全 标 

从 代数 学 的 角度 来 庆 ， 欧 氏 空 间 是 含有 内 积 运算 的 线性 空间 ， 空 间 的 维 数 就 是 在 该 空间 
内 所 包含 的 线性 无 关 宙 基 欧 最 大 数目 。 以 下 ， 于 维 欧 氏 空间 简称 为 上 维 空间 ， 以 5 表示， 
S" 就 是 我 们 熟悉 的 三 维 空 间 ， 当 n > 3 时 , 就 是 多 维 几 何 学 所 讨论 的 多 维 空间 。 


由 线性 代数 得 知 ， 维 空间 S" 中 存在 “个 线性 无 关 的 标准 正 交 向量 让、 总 、…… Es 
即 它们 满足 
[i, = 
| le a (1-1) 
0，1 革 J 
到 线性 空间 的 零 元 为 原点 0， 取 训 为 第 工 个 坐标 轴 * 的 方向 ， 则 可 建立 S 的 一 个 直角 坐标 
系 O-xixz…… xs 或 记 为 {10 ， 计 、 计 mp 人 、z。 称 为 5S" 的 一 组 标准 正 交 基 
向 量 。 
在 一 维 空间 $S" 中， 任 一 向 量 C 可 由 基 疝 量 线 性 表示 : 
C= eet e+ + one, (1-2) 


式 中 (ct:、cs、……、c,) 称 为 向 蜂 避 的 坐标 。 
同样 ， 对 于 Ss" 中 任 一 点 P，0P 可 由 基 向 基线 性 表示 : 
OP = x 村 十 xsE + ee + Xn, (1-3) 
式 中 《xi、xas、…… x。*) 称 为 点 已 在 直角 党 标 系 0 -xixaxs…x 中 的 举 标 ，*x; 是 点 PP 在 第 i 个 
* 坐标 轴 上 的 坐标 分 量 。 
二 、 多 维 空间 的 子 空间 
设 uy mu 是 S" 中 的 上 个 线性 无 关 的 向 量 ，L' 事 示 它们 所 生成 的 S" 的 子 集 ( 也 即 
所 有 可 能 的 线性 组 合 所 生成 的 集合 )。 设 Ps 是 S" 中 任 一 已 知 点 ， 则 S" 的 子 集 
Po+L'={Po+ala€L')} (i-4) 
称 为 5" 的 一 个 上 维 子 空间 ， 以 S' 表 示 。 当 k=0、1、2、3 时 ，S’、S!'、S:、S? 分 别 
称 为 S* 中 的 点 、 直 线 、 平 商 和 三 维 空间 。 ? 
为 便于 讨论 ， 引 入 符号 是 4...ii, = 0 ， 表 示 m x 阶 答 阵 4 中 内 沪 丰 7 阶 子 式 都 为 0， 
即 和 矩阵 4 的 秩 为 r+ - 1 。 不 难 证 珊 ， 在 | 小 = 0 中 ， 合 有 (mm- rr+ln-r+rT) 个 
独立 条 件 。 


2 
设 P(xi、 Xs sm Xs) 是 S 中 的 任 一 点 ， 显然 P-P, 可 由 ui, Ws、 oe® * Ws 线性 
表示 ， 也 即 和 矩阵 


P-P,| 
| 
12 
uw | (CR+1)xn 
的 秩 是 。 
因此 
P-P, 
ul 
us = 0 (1-5) 
Us [lk+1 
它 所 包含 的 独立 条 件数 为 ， 


[Ck+1)—Chk+13+ 1Cn-Ck+1)+1)=n—-k 
因此 可 在 其 中 找 出 2 - & 个 独立 的 & + 1 阶 子 行列 式 为 零 ， 从 而 得 


QlX1 二 G12X2 十， Qimxn 士 01 一 
CeziXi 十 GzaX2 + da Xu + b= 
SS : C1-6) 
Qn) nh) 二 十 Go pxXuat+ bas)= 0 
当 & = am -工时 
So， qjXit GXo+ ee +axs+ = 10 《lr7》 


由 此 可 见 ，S* 的 & 维 子 空间 S' 是 m 一 个 # 一 1 维 子 空间 的 交 空 间 。 
在 讨论 = 维 空 间 时 ， 其 所 属 的 上 维 子 空间 均 以 S (k=0、1、2、……n 一 1) 表 


第 二 节 多 维 图 形 


一 、 多 维 单纯 形 及 其 确定 方法 

单纯 形 是 指 最 简单 的 图 形 ， 如 点 为 零 维 空间 的 单纯 形 。 即 为 零 维 单纯 形 。 直 线 是 由 两 点 
所 确定 的 ， 即 两 个 零 维 图 形 决定 一 个 一 维 图 形 。 直 线 在 一 维 空间 中 是 最 简单 的 图 形 ， 即 为 一 
维 单纯 形 ， 如 图 1-1 中 的 4B。 由 不 在 同一 个 一 维 空间 中 的 三 个 点 确定 的 三 角形 是 二 维 音 纯 
形 ( 三 点 形 ), 如 图 1-2 中 的 人 4BC。 由 不 在 同一 个 二 维 空间 中 的 四 个 点 确定 的 四 面 体 是 三 维 
单纯 形 《四 点 形 〉》， 如 图 1-3 中 的 四 面体 4BCD。 由 不 在 同一 个 三 维 空间 中 的 五 个 点 确定 的 
四 维 图 形 即 为 四 维 单纯 形 ( 五 点 形 )， 如 图 1-4 中 的 图 形 4BCDE。 可 以 推出 , 由 不 在 (mn -1 
维 空间 中 的 * + 1 个 点 所 确定 的 s 维 图 形 是 维 单纯 形 (n+ 1 点 形 )。 以 上 这 些 点 称 为 独 
立 点 。 所 谓 独 立 点 ,是 指 这 些 点 中 任 一 点 的 位 置 都 不 取决 于 其 它 点 的 位 置 , 即 这 些 点 是 不 相关 


留 1-1 一 维 单纯 形 


的 。 


个 二 维 单纯 形 。 同 理 ， 


形 ， 


等 于 一 维 单纯 形 数 ， 


图 1-4 ”四维 单 纯 形 


三 维 单纯 形 


图 1-2 二 维 单纯 形 图 1-3 
在 该 单纯 形 上 不 能 通过 它 的 对 角 线 得 到 n - 1 维 的 截 切 单纯 形 。 
由 图 1-3 可 知 ， 一 个 三 维 图 形 〈 即 四 点 形 ) 包含 四 个 零 维 单纯 形 ， 六 个 一 维 单纯 形 ， 四 
由 图 1-4 可 知 ， 一 个 四 维 妆 纯 形 包含 五 个 零 维 单纯 形 ， 十 个 一 维 单纯 
十 个 二 维 单纯 形 和 五 个 三 维 单纯 形 。 由 此 可 推出 =” 维 单纯 形 包 含 


n1 


”1 维 单纯 形 数 : C"” “nr 

《 一 1 
"一 2 维 单纯 形 数 。 Crz= 了 i 

Te n-3 n n(n—-1)(n—2) 
"~ 3 维 单纯 形 数 : C1 == ; 
_ I 3 | 如 n(n—-1)C(n—-2) 
三 维 单纯 形 数 ， Ci -Ci 3)T 57“ 6 
一 xn 《人 一 工 ) 
一 维 单 纯 形 数 ， CC 2 
nt 

一 维 单线 形 数 : Cn 


由 此 可 知 ，Cs-'=C!，Cs “=C:，Cr =C:， 即 nn 维 单纯 形 中 包含 的 rn 一 1 维 单纯 形 数 
n 一 2 维 单纯 形 数 等 于 二 维 单纯 形 数 ， 其 余 依 此 类 推 。 
表 1-1 为 不 同 维 数 的 单纯 形 所 包含 的 较 低 维 的 单纯 形 数 。 


表 1-1 不同 维 数 的 单 缉 形 所 包含 的 较 低 维 单纯 形 数 
二 4 成 _ 的 单纯 形 数 
数 Wi 单 给 入 | 和 Pe pr 总 辣 到 最 绢 玉 如 光疗 弟 商 和 Pe ee 
i 纯 名 多 纯 形 | 单纯 多 名 单纯 形 | 单纯 形 单纯 形 | 单纯 形 

0 | 1 | | | | | 

_1 | 点 贺 县 2 | 1 | | | | | | | 

2 | = | s | ;3 1 | | | | | | Ti 

3 | 当 点 形 4 | 6 | 4 | 1| | | | | | 

1 russ | 5 | 1 | 5 
5 ， 大 点 形 ses lis lw | | soli1| | | | i | 
6 七 点 形 7 | 21 35 | a5 | 21 了 1 | ! | | 

; Ag aa slalal ii | 1 

8 | 九 点 形 9 | se 4 | 126 | 126 | 84 | 36 | 9 | 1 | | 

9 | 十 点 形 | 10 | 45 | 120 | 210 | 252 | 210 | 120 | 45 | 10 | 1 | 

10 | 十 一 点 形 | 11 | 55 | 165 | 330 | 462 | 462 | 330 | 165 55 | 11 | 1 

11 十 二 点 形 12 66. 220 495 792 | 924. .792 | 495 | 220 | 66 | 12 1 


表 中 每 一 个 数 都 是 这 样 的 两 个 数 之 和 ，。 第 一 个 数 在 所 求 数 的 上 方 ， 第 二 个 数 在 第 一 个 数 


的 左 侧 。 


二 、 多 维 空间 | 
任何 维 数 的 空间 都 可 以 由 相应 的 同一 维 数 的 单纯 形 给 定 。 通 常 三 维 空间 可 由 下 列 几 何 元 


(1) 
(2) 
(C3) 
(4) 
(5) 
(6) 


加 个 不 在 同一 平面 上 的 点 ? 

一 个 平面 和 平面 外 一 点 

一 个 平面 和 不 在 平面 上 而 与 平面 相交 或 平行 的 一 条 直线 3 
不 在 同一 平面 上 的 两 条 直线 ， 

过 同一 点 但 不 在 同一 平面 上 的 三 条 直线 

平行 或 相交 于 一 条 直线 的 两 个 平面 ， 


对 于 四 维 空间 可 由 下 列 几何 元 素 组 之 一 给 定 ， 


(C1) 
(2) 
(3) 
(4) 
(5) 
(6) 
(7) 
(8) 


不 在 同一 超 平 面 内 的 五 个 点 ! 

一 个 超 平面 和 超 平面 外 一 点 ， 

一 个 超 平面 和 与 之 相交 或 平行 的 一 条 直线 # 
一 个 超 平面 和 与 之 相交 或 平行 的 一 个 平面 ， 
相交 于 一 直线 的 三 个 平面 ， 

相交 或 下行 的 两 个 超 平面， 

过 同一 点 但 不 在 周一 超 平面 内 的 四 条 直线 ! 
相交 于 一 瓜 的 两 个 平面 。 


由 此 可 类 似 地 推出 对 于 w 维 空间 及 其 糯 包 含 的 子 空间 的 给 定 方式 。 

三 、 踪 维 空间 中 的 正 多 胞 体 

如 同 在 三 维 空间 中 要 求 正 多 面体 的 面 是 正 多 边 形 一 样 ， 在 四 维 空 闻 中 要 求 形 体 的 三 维 边 
界 是 正 多 面体 。 这 种 形体 称 为 “ 胞 形 ” 或 “ 移 体 ”， 如 果 它 被 * 个 多 面体 包 国 ， 称 为 “nr - 吃 
形 ” 或 “4 - 胞 体 ”。 四 维 空间 中 的 正 多 胞 形 有 六 种 ， 如 表 1-2 所 示 。 


次] 2 四 维 空间 中 的 正 多 跑 形 


一 


符 号 名 称 | ia 的 人 天理 | 顶点 数 | 技 边 数 平面 数 
«a | Em | srinmg | 5 | wm [| 
Ce | 正 %- 胞 形 8 个 正 立 方 体 | 16 | 32 2 
ct | ae- 站 形 16 个 正四 面体 s | 2 | 2 
Ca | 正 24- 移 形 24 个 正八 五 体 | 24 | 96 | 96 
Cai20 | 正 120- 息 形 120 个 正 十 二 面体 | 600 | 1200 | 720 
Ceog | 正 5090- 网 形 600 个 正四 面体 120 | ?20 | 1200 


在 四 维 空间 中 ， 胞 形 的 顶点 数 、 楼 边 数 、 平 而 数 和 边界 多 面体 数 的 关系 应 符合 紫 加 莱 


ep me mn met ei 


pe 


(Poincars》 公 式 ， 即 ; 


顶点 数 ~ 楼 边 数 + 平 面 数 ~ 边界 多 面体 数 = 0 


图 1-5 一 图 1-10 为 上 述 正 多 胞 形 的 直观 图 。 


图 1-5 正 5- 胞 形 图 1-6 正 8- 网 形 图 1-7 正 16- 胞 形 图 1-8 正 24- 胞 形 


图 1-9 正 120- 候 形 图 1--10 正 600- 胞 形 


第 三 节 ”自由 度 与 对 偶 性 


通常 ， 幅 由 度 是 指点 〈 即 零 维 空间 ) 在 = 维 空间 中 的 让 由 度 。 例 如 ， 点 在 雪线 上 有 一 个 
自由 度 ， 在 平面 上 有 二 个 自由 度 ， 在 三 维 空间 中 有 三 个 自由 度 ， 以 此 类 推 ， 在 * 维 空间 中 有 
?个 自由 度 。 本 节 讨 论 之 维 子 空间 在 2 维 空间 中 的 自由 度 。 

定理 1 在 n 维 空间 S" 中， 了 维 子 空间 'S? 的 自由 度数 为 (p+ 1)(n 一 户 )。 

证 ，S? 需 由 了 + 1 个 独立 点 确定 ，S"* 中 的 每 个 点 需要 # 个 条 件 ， 因 此 共 需 (P+1)n 
个 条 件 ， 因 S* 上 的 每 个 点 应 有 上 户 个 自由 度 ， 帮 疡 + 工 个 独立 点 中 的 每 一 个 点 仅 需 a 一 上 个 
条 件 给 定 ， 因 此 S" 中 St 的 自由 度数 地 为 (P+ 1)Cn 一 了 )。S? 的 自由 度数 dj 也 称 为 S* 
的 不 变数 。 

定理 2 在 = 维 空间 S" 中 , 通过 7 维 子 空间 S' 的 了 维 超 平面 的 自由 度数 dj 为 (n 一 2) 
x(p-r), 

证 由 上 上 述 定理 得 知 ，S? 的 自由 度 为 (p+ 1)(» 一 请 )， 若 S 通 过” 维 子 空间 S”，。 则 
S* 有 (P+1)-《rt+1)= 了 一 r 个 独立 的 点 这 时 S* 的 自由 度数 dj=(n 一 PP)(p- 
r )。 

下 面 讨 论 其 对 倡 性质， 在 = 维 空 间 S" 中 ， 若 上 维 超 平面 5S* 与 (x - 户 - 1) 维 超 平面 
S"*! 具 有 相同 的 自由 度 ( 了 + 1)(n 一)， 则 S? 与 9"?! 称 为 对 偶 空间 ， 由 此 可 得 下 列 
定理 。 | 

定理 3 在 4 维 空 间 中 ， 两 个 子 空间 S 和 8 是 对 偶 空 间 。 

表 1-3 为 两 个 互相 对 偶 的 空间 与 相应 的 自由 度数 。 

运用 对 侦 原 理 ， 如 果 将 维 空间 中 的 有 关 空 间 互 换 ， 则 相应 的 命题 仍然 成 立 。 如 在 四 维 


表 1-3 两 个 对 偶 空 间 和 相应 的 自由 度数 


两 个 对 个 空 间 自由 度数 dy 


Ss Sa—1 | [i 
Ss! Sm 一 2 | 2 一 1)》 
52 | Sn | 3(n-2) 
: _ 
_ : | : 
Ss? Sr 1 | (n-p)(p+1) 
SR 四 S0 本 失 


空间 中 ， 尽 与 三 维 超 平面 ， 直 线 与 平面 都 互相 对 偶 ， 根 据 上 述 确定 多 维 空间 命题 方法 ， 可 推 
出 相应 的 对 偶 命 题 ， 如 表 1-4 所 示 。 


表 1-4 ”对 偶合 题 
@ 两 点 决定 一 直线 两 超 平面 相交 于 一 平面 
® | 三 点 决定 一 平面 | 三 起 平面 相交 于 一 直线 
i | 四 点 决定 一 超 平 面 | 到 二 平面 相交 于 一 点 
® | 一 点 及 一 直线 决定 一 平 曾 。 | 一 站 平面 与 一 平面 相交 于 一 直线 
加 | 一 点 及 一 平面 决定 一 起 平面 | 一 超 平面 与 一 直线 相交 于 一 点 


两 条 作为 点 的 演 线 的 直线 决定 一 起 平面 | 两 个 作为 超 平面 相交 的 平面 ， 只 有 一 个 公共 点 


第 四 节 ”由 维 空间 的 直角 坐标 体系 与 几何 模型 


一 、 四 维 空间 的 直角 坐标 体系 

如 第 一 节 所 述 ， 当 n = 4 时 ， 可 通过 原点 建立 一 个 直角 坐标 体系 ， 它 的 四 个 坐标 轴 互 相 
正 交 (图 1-11)。 以 下 分 析 其 构成 。 

(1) 互相 垂直 的 四 和 坐标 轴 x 、7、z 、4 相交 
于 原点 0。 

(2》 互相 垂直 的 两 条 坐标 轴 构 成 一 个 举 标 面 ， 
如 xu、yu、zu、xy、xz、yz， 分 别 构 成 TI、X。、，、 
xi、X5s、Fr 六 个 互相 垂直 的 坐标 面 。 

《3) 每 三 条 坐标 轴 或 三 个 坐标 面 构成 一 个 坐标 空 
各 , 共有 四 个 坐标 空间 ,如 yzuCz,T Tr6)、x2uCX TT) 、 
XIUCRIAAA) FYICANXETe), 分 别 以 3、 5:、24、 Z4 表 
示 。 

《4 ) 每 三 个 坐标 面 或 三 个 坐标 室 间 相交 于 一 条 肖 ”图 !-11 四 继 空间 的 直角 坐标 体系 
标 困 ， 如 rizs(ZzDaT,)、Ts TiroKEiET) 、xrexsroCTiD:T,)、riraxrs(CTiTD) 分 别 相交 
于 x、2>、z、2 四 条 坐标 铀 。 
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(5) 每 一 华 标 轴 与 不 包含 该 坐标 轴 的 坐标 空间 垂直 ， 如 x Li、》1Lz:、z 上 Es、 
a 4 Eo 

( 6) 每 两 个 坐标 面 之 间 互 相 垂直 。 

二 、 四 维 空间 的 几何 模型 

为 了 便于 直观 地 了 解 四 维 空间 中 几何 元 素 的 各 种 相对 位 置 ， 可 用 三 维 空间 中 的 图 形 作为 
四 维 空间 的 几何 模型 。 

在 射影 空间 中 ,一 组 平行 直线 相交 于 网 一 非 因 有 点 , 同一 平面 上 的 两 组 平行 直线 决定 两 个 
非 固有 点 ， 即 平面 内 两 条 不 平行 直线 上 的 两 个 非 固有 点 决定 了 该 乎 面 上 的 一 条 非 固有 直线 ， 
也 即 平面 内 两 条 不 平行 的 直线 决定 了 平面 的 方向 。 非 国有 点 、 非 固有 直线 分 别 表示 直 线 和 平 
而 的 方向 ， 同 理 ， 以 非 固有 平面 来 表示 三 维 空间 的 方向 。 依 此 类 推 ， 在 mn 维 空间 中 有 一 个 
n 一 1 维 非 加 有 超 平面 ， 它 代表 = 维 空间 的 方向 。 

在 四 维 空间 中 有 一 个 三 维 非 图 有 超 平面 ， 它 代表 四 维 空间 的 方向 ， 因 此 把 三 维 空间 作为 
四 维 空 间 的 非 加 有 超 平面 来 讨论 。 四 维 空间 中 的 直线 、 平 面 和 超 平面 分 别 与 该 三 维 空 间 相 交 
于 点 、 直 线 和 平面 ， 也 即将 四 维 空间 中 的 几何 元 素 沽 降 一 维 来 讨 
论 。 

如 图 1-12 所 示 ， 是 以 三 维 空间 中 的 正四 面体 作为 四 维 空 间 
的 三 维 非 图 有 超 平面 S: 的 几何 模型 ， 其 性 质 如 下 : 

C1) 在 四 维 空间 中 ， 四 条 互相 垂直 的 坐标 轴 与 四 维 空间 中 
的 三 维 非 加 有 超 平 面 S2 相交 于 x 、》、z 、x 四 个 顶点 ， 这 四 
个 顶点 表示 四 个 坐标 轴 的 方向 。 

(2 ) 在 四 维 空间 中 ， 六 个 互相 垂直 的 坐标 面 与 三 维 非 因 有 
超 平 面 SE 相交 于 < 、x:、7s、Fi、xs、xe 六 条 校 钱 ， 这 六 寄 校 向 1-12 他 锥 空间 的 非 图 有 
线 表 示 六 个 坐标 面 的 方向 。 越 平 三 的 多 和 模 久 
(3 ) 在 汉 兴 空间 中 ， 四 个 互相 季 直 网 三 维 举 标 空间 与 三 维 非 图 有 平 匣 Ss 相交 于 Pi、 
Z.、Zs、Z, 四 个 楼 面 ， 这 矢 个 屡 面 表示 知 个 坐标 空 旬 的 方向 。 
上 述 sz 中 的 校 线 和 楼 面 都 是 可 以 延伸 的 。 
根据 上 述 网 维 空 间 的 举 标 体系 苛 得 各 维 标 空间 的 方程 为 
Es x=0 
£2 =0 
Ls: 2=0 (1-8) 
Zs =10 


各 坐标 面 的 方程 为 
-位 
= 
x {2 


各 坐标 轴 的 方程 为 


所 
> 
~ 人" 
只 | 
I 


(1-9) 


HH 六 

SO oo oo 
让 

SO oo oo 


只 
. 

0 
人 
~ 
| | 


=10 x=10 
| 2 ; yy7=10 
4u=0 u=0 
xX = 0 x=0 
了 上 2 上。 《1-107 
2 = 0 z=0 


第 五 节 ”四 维 空间 中 的 各 类 几何 元 素 
设 *、》、z 、4 为 四 维 空间 中 的 坐标 轴 。 根 据 本章 第 二 节 所 述 ， 一 般 位 置 的 几何 元 素 


前 线性 方程 如 下 ， 
超 平 面 ， Ax+By+Cz+Du+E=0 (1-11) 
AxX+Biy+C2+ Diut+E=.0 
平面 ， (1-12) 
A,.x*+ B.y+C.2+ Dut+E,= 0 


(ett 0 

直线 ， A By+C2+ DautE= 0 (1-13) 
li Bav +C32+ Dsut+Es= 0 
Aix+Biyt+Cz2+DutBE= 0 

点 ; Ax+ Byt+C2+ Dut+E,.= 0 (1-14) 
Asxt+ Byt+Cz+ Dauti+E= 0 
Ax+By+C2+DutE=0 


对 于 特殊 位 置 的 直线 、 平 面 、 超 平面 的 方程 ， 需 说 明 如 下 :， 

一 、 特 殊 位 置 直线 

由 四 维 空 间 的 几何 模型 得 知 ， 特 殊 位 置 直线 有 三 种 类 型 , 即 空 平行 线 ,其 非 图 有 点 在 校 面 
上 ，， 面 平行 线 、 其 非 固有 点 在 棱 线 上 ， 轴 平行 线 ， 其 非 加 有 点 在 顶点 上 。 

1。 空 平行 线 

与 一 个 坐标 空间 平行 的 直线 称 为 空 平行 钱 。 在 几何 模型 上 ， 直 线 ! 的 非 固 有 点 人- 在 四 
面体 的 校 面 上 ， 如 图 1-13 所 示 ，/. 在 yz4 楼 面 上 ， 即 直线 ! 平行 于 51。 设 该 直线 ! 的 方向 
为 (0O、B、C、D)， 过 定点 Po(x,。、y。、zo、to) 的 直线 ! 的 方程 为 


X% 一 %0 2 一 yo 2 一 28 WC— uo 


0 B C D 
即 


C 《1-15 ) 
B 
(7 


由 上 述 方程 可 知 ， 在 与 直线 垂直 某 一 轴 ， 其 相应 的 坐标 值 为 常数 。 
2。 面 平行 线 


9 
与 一 个 坐标 面 平行 的 直线 称 为 面 平行 线 。 在 几何 模型 上 ， 直 线 咱 的 非 轩 有 点 m= 在 四 面 


体 的 棱 线 上 。 如 图 1-13 所 示 ，m。 在 *y 楼 线 上 ， 即 直线 如 平行 于 xy(x0) 画 。 设 直线 的 方 
问 为 (4、 了 3、0、0)， 过 Po(xe、yo、2ze、lao) 的 于 直线 的 方程 为 


由 xx -yy zz 2 一 Lo 
| =0 
| A B 0 0 2 
即 
B 
YY — x0) 
z = 2 《1-16 ) 
2 = te 
3。 轴 平行 线 


与 一 条 轴 平 行 的 直线 称 为 轴 平 行 线 。 在 几何 模型 上 ， 直 线 一 的 非 加 有 点 ae 在 四 面体 的 
顶点 上 。 如 图 1-13 所 示 ，、#。 在 上 上 ， 即 直线 n 平行 于 坐标 轴 4 ， 其 方向 为 (0, 0,0, 1 )， 
则 过 某 一 点 Po(Cxo、yo、zo、%) 且 平 行 于 坐标 轴 4 的 直线 = 的 方程 为 


| x -x yy-7y -ze ~—u, | 


= 0 


| 0 0 0 1 


2 
即 
X 一 X9 
y= yb (1~17) 
Z =o 
六 
J 
a) 
| 图 1-13 ”几何 模型 上 的 特殊 位 置 直 线 图 1-14 几何 模型 上 的 特殊 位 置 平 而 
二 、 特 殊 位 置 平面 


出 四维 空间 的 几何 模型 得 知 ， 特 殊 位 置 平面 有 六 种 类 型 ， 即 空 平行 面 ， 其 非 加 有 直线 在 
棱 面 上 ， 面 平行 面 ， 其 非 加 有 直线 与 棱 线 重合 ， 空 垂直 面 ， 其 非 园 有 直线 通过 顶点 空 平 行 
空 重 直面， 其 非 固 有 直线 通过 顶点 且 在 楼 面 上 ， 单 面 半 平 行 面 ， 其 非 固有 直线 与 一 条 楼 线 相 
交 ， 双 面 半 平 行 面 ， 其 非 国有 直线 通过 相对 的 两 条 棱 线 相交 。 

1。 空 平行 面 

. 与 一 个 坐标 空间 平行 的 平面 称 为 空 平行 面 。 在 几何 模型 上 ,平面 4 的 非 固有 直线 «在 四 
面体 的 棱 面 上 上， 但 不 过 顶点 。 如 图 1-14 a 所 示 ， 0 在 yzu 楼 面 上 。 直 线 cw 由 两 点 所 决定 ， 
其 方向 为 (0，as，0，5)、(0，0，c，d)， 车 平面 ec 过 定点 P,， 其 方程 为 
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a 0 b = 60 
0 C dad 3 
即 
x 二 x . 
(1-18) 
By+Cz+Dut+ E=0 
2， 面 平行 面 


与 一 个 坐标 面 平行 的 平面 称 为 面 平 行 面 。 在 几何 模型 上 ， 平 面 有 的 非 回 有 直线 8 与 四 
面体 的 一 条 棱 线 重合 。 如 图 1-14a 所 示 ， 非 加 有 直线 与 zu 楼 线 重 合 。 由 于 该 校 线 与 两 个 楼 
面 《〈 坐 标 空间 》 相连 ， 故 平面 8 与 两 个 坐标 空间 平行 ， 即 8 154，B fzs, 也 有 即 p 4x。 过 
P, 的 平面 上 的 方程 为 


二 Ye 
| (1~19) 
=y, 


3。 空 垂直 面 

与 一 个 投影 空间 荆 直 的 平面 称 为 空 懂 直面 。 在 几何 模型 上 ， 平 面 Y 的 非 加 有 直线 Y。 过 
四 面体 的 一 顶点 ， 但 不 在 四 面体 的 面 上 。 如 图 1-14a 所 示 ，Y- 通过 顶点 *， 这 时 平面 7 平 
行 于 x 办 ， 也 即 垂直 于 2 空间 。 设 平面 了 的 了 Y- 由 两 个 方向 为 (1,，0，0， 0)、(0，a， 
5，<c) 的 直线 所 确定 ， 过 PP 的 平面 7 的 方程 为 


x—xo PF—-y 2~20 HU-u, 
1 0 0 0 =0 
0 a 6 C 3 
即 
z=Ky+h 
(1-20) 
u =K,y+ bs 


4。 空 平行 空竹 直面 

与 一 个 坐标 空间 垂直 且 与 另 一 坐标 空间 平行 的 平面 称 为 空 平行 空 垂直 面 。 在 几何 模型 上 ， 
平面 9 的 非 加 有 直线 6- 通过 四 面体 的 一 顶点 ， 并 在 一 棱 面 上 。 如 图 1-14b 所 示 ，9. 过 顶点 
x 且 在 xyuz 商 上 ， 即 9 L2、6 /5,， 也 即 6 /x，9 上 z。 设 6 由 两 个 方向 为 (1，V0， 
0，0)、(0，4，0，6) 的 直线 所 确定 ， 则 过 点 Po 的 8 平面 方程 为 


xX—Xo I-y 2 一 2 U-uo 


1 0 6 0 = 0 
0 a 0 6 3 
| 
z 二 2Z1 
| 《1~21) 
= 大 UL 二 
5。 单 面 半 平行 面 


国正 于 


| 


沉 
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与 一 个 坐标 面 半 平 行 @ 的 平面 称 为 单 面 半 平行 面 。 在 几何 模型 上 ， 平 面 ?的 非 困 有 直线 
7.. 仅 过 四 面体 的 一 棱 线 上 的 一 点 ， 如 图 1-14b 中 me 通过 yz 棱 线 上 的 1 ， 则 ?与 坐标 面 
xs 仅 有 一 个 公共 的 非 加 有 点 (-， 同 时 也 仅 包含 zi: 中 的 一 条 垂 线 , 此 时 了 与 zs 半 平 行 ， 与 x， 
半生 直 @ 。 设 平 沿 了 由 定点 Pu 及 方向 50，a，8，0)、 (cd 0，e) 所 确定 其 
方程 为 


x 一 xb 一 Yo 2 一 z0 No | 


即 
[ Ax+By+Cz+E=0 
1 (1-22) 
| x= Kutf 
6， 双 面 半 平行 面 
与 两 个 坐标 面 半 平行 的 平面 称 为 双 面 半 和 平行 面 。 在 几何 模型 上 , 平面 5 的 非 加 有 直线 5 
过 四 面体 上 两 对 棱 上 的 一 对 点 。 如 图 1-14b 所 示 ，5。 过 yz 和 xuw 上 的 ms 和 和 nw， 所 以 平 徊 
5 与 7%,、Xe 都 是 半 平 行 ， 辐 时 5 也 因 包 含 rt、xe 中 的 各 一 条 乏 线 ,所 以 平面 6 与 Xl、Xt。 
都 是 半 垂 直 。 平 面 5 的 方程 为 
小 二 在 42 十 二 
(1-25> 
X= Kut+b, 
三 、 特 殊 位 置 超 平面 
册 四 维 空 间 的 几何 模型 得 知 ， 特 殊 位 置 超 平面 有 三 种 类 型 ， 即 ， 空 平行 超 平 面 ， 其 非 男 
有 平面 与 棱 面 重合 ， 面 平行 超 平面 ， 其 非 固有 平面 通过 一 楼 线 ， 空 垂直 超 平面 ， 其 非 国 有 平 
面 通 过 一 顶点 。 
1.， 空 平行 超 平面 
与 一 个 坐标 空间 平行 的 超 平 面 称 为 空 平行 超 平面 。 在 几何 模型 上 ， 超 平面 了 的 非 因 有 平 
面 了- 与 棱 耐 重合。 如 图 1~1 5 所 示 ，T- 与 楼 面 yzx 重合 ， 即 T- 过 三 个 顶点 ， 故 T 与 这 三 
个 项 点 所 代表 的 >、z 、4 铀 平行 ， 也 即 与 Z:、Zs、24 垂直 ， 且 与 x 轴 垂直 。 人 的 方程 为 
X 一 C (1-24> 


图 1-15 几何 模型 上 的 特殊 位 置 超 平 面 
2。 面 平行 超 平面 


己 ” 指 四 维 空间 中 两 个 不 处 于 同一 三 维 空间 的 平面 ， 它 们 只 有 一 组 平行 线 互相 平 行 。 详细 论述 见 第 二 这 第 三 节 。 
已 ” 指 四 维 空间 中 两 个 处 于 同一 三 维 空间 中 共 平 面 秋 直 ， 详细 论述 见 第 二 章 第 二 节 。 
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与 一 个 坐标 面 平 行 的 超 平面 称 为 而 平行 超 平 丽 。 在 几何 模 弄 上 ， 超 平面 A 的 非 图 有 平 
面 A 通过 一 条 校 线 。 如 图 1-15 所 示 ，A。… 通过 楼 线 *y， 即 A 与 *、》 轴 平行 ,也 即 与 Qi、 
:垂直 ， 且 与 x, 垂直 。A 的 方程 为 
z= Ku+Db (1-25) 
3。 空 垂直 超 平面 . 
与 一 个 坐标 空间 垂直 的 超 平面 称 为 空 垂 超 平面 。 在 几何 模型 上 ， 超 平面 8 的 非 图 有 平面 
8- 通过 四 面体 的 一 个 顶点， 如 图 i-15 中 8 通过 顶点 *， 这 时 8 平行 于 x 轴 ， 也 即 与 2 垂 
直 。 吕 的 方程 为 
By+Cz+Du+E=0 《1-26) 
由 上 述 方程 可 知 ， 超 平面 平行 某 一 轴 ， 其 相应 的 系数 为 0 。 


第 二 章 ”多 维 空间 中 几何 元 素 的 相对 位 置 与 度量 问题 
第 一 节 多 维 空间 中 的 关联 问题 


一 、 两 空间 的 关联 度 

设 两 空间 的 维 数 分 别 为 上 、9 ， 若 娟 > 9, 两 空间 的 共有 空间 的 维 数 为 7 , 则 了 、4 维 两 空 
和 的 关联 度 di 为 

7 十 工 
4+t+1 

当 9 维 空间 S' 全 部 属于 了 维 空间 S* 时 ,7 = 4 ,di= 1,S*.S! 为 完全 关联 ; 若 S 完全 
不 属于 S?， 妈 无 共有 点 时 , 7 = 1 ,d;= 0 , 称 为 无 关联 ， 若 0 <w< 1 , 则 称 为 部 分 关联 。 

在 四 维 空间 中 ， 若 点 、 直 线 或 平面 属于 三 维 超 平面 , 则 关联 度 di:= 1， 若 不 属于 同一 
个 三 维 超 和 平面 的 两 平面 相交 为 一 点 ， 即 7 = 0， 但 9 = 2， 则 关联 上 度 4d:= 1 /3 3 对 不 属于 同 
一 三 维 超 平面 的 直线 与 平面 ， 若 没有 交点 ， 踊 + = - 1， 但 9 = 1， 则 关联 度 d:= 0。 

二 、 条 件数 

在 4 维 空间 S" 中， 一 个 了 维 子 空间 有 (了 + 1)(n -了 ) 个 自由 度 , 车? 维 子 空间 S* 通 
过 5S" 中 的 r 维 子 空间 ， 则 仅 有 (nr -PP)Cp -r+r) 个 自由 度 ， 因 此 S! 通过 S' 的 条 件数 ( 即 
级 东 数 ) 应 为 上 述 两 自由 度数 之 益 ， 即 ， (np)Cr + 1)。 

车 S' 在 S' 中 能 自由 运动 ， 则 S 具有 (r + 1)C9 一 r+) 个 自由 上 度 , 因 此 S* 和 S' 在 Ss" 
中 相交 为 5" 的 条 件数 为 (r + 1)C(n~pP-49+r)。 以 CCn:?,4:r) 表示 条 件数 ， 即 


a 二 (2-1) 


COCn:p, :r=(rt1i)(n-pPp-I+r) (2-2) 
在 S* 中 ，S? 通过 S 的 条 件数 为 
Cin:p,p:ir)=(r+1)(n-p) | (2-3) 
在 S" 中 ，S? 的 条 件数 为 
Cln:p,p:p)=C(P+1)C(n-?) 《2-47 


显然 ， 在 S" 中 ， 两 对 偶 的 子 空间 不 仅 其 自由 度数 相等 ,而 且 其 条 件数 也 必定 相等 。 
三 、 多 维 空间 的 相交 定理 | 
定理 1 在 " 维 空间 S" 中 ， 两 个 子 空间 S* 和 Ss* 的 相交 空间 为 S"， 若 上 + 9 之 n， 则 


pig C2-5) 
下， 维 空间 中 的 刀 维 子 空 间 S*， 其 方程 为 
| ax a= 0 
| dixj + alxs t+ ee +aix,+as= 0 
j C2-6) 
| a Px + as" Pe 十 oo + ar tx +a b= 0 


nn 维 空间 中 的 4 维 子 空间 SS 的 方程 为 
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biX1t+ baxst et bXs+hbi= 0 

bix1 + bXa + ere + bixst+bz= 0 

1…1 2 2 2 (2-7} 
bi Xt bz Xot ee + ha Ya 二 by 一 0 


S?* 和 S' 的 相交 空间 方程 即 为 公式 〈2-6)(2-7) 的 联 立 方程 。 

由 于 Pt+9 之 n， 故 (n 一 了 )+(n 一 9)<<n， 根据 第 一 章 第 二 节 所 述 ， 其 相交 空间 的 
维 数 为 (P+ -nn)。 

车 Pp + 9 = n， 则 式 (2-6)、(2-7) 组 成 的 方程 组 线性 无 关 , 即 相交 空间 为 点 。 若 P+ 
9 之 n, 除 S? 与 S' 共 处 在 较 低 维 空间 之 外 ,可 以 认为 它们 是 不 相交 的 。 当 Pp + 9 >>n 时 , 了 、 
4 、r 之 间 的 关系 见 表 2-1 。 


表 2-1 维 数 ?、9、’ 之 间 的 关系 


设 S" 中 有 mw 个子 空间 ， 它 们 的 维 数 分 别 为 KK,、K,…… 太 .， 应 用 上 述 公 式 ， 可 得 出 它们 
相交 空间 的 维 数 > 为 
r= Ki+ Kt- + Ka—-(m—1)n (2-8) 
根据 式 〈2-5) 及 (2-8) 可 得 出 四 维 空间 中 子 空 间 相交 的 一 些 性 项 ， 
(1) 一 直线 与 一 超 平面 相交 于 一 点 。 因 = 1,，9=3， 得 r=1+3--4=0，, 相 交 
几何 元 素 为 零 维 空间 ， 即 为 点 。 
(2 ) 一 直线 与 一 平面 若 不 属于 同一 超 平面 ， 则 不 会 相交 。 因 2 = 1,9=2, 得 r=1 
+ 2 一 4 = 一 1， 相交 几何 元 素 的 维 数 为 负数 ， 即 不 相交 。 
(3) 不 属于 同一 超 平面 的 两 个 平面 相交 于 一 点 。 因 PP = 2,9 = 2, 得 + =2+2 一 4 = 
0， 相 交 几 何 元 素 为 零 维 空间 ， 凤 为 点 。 
C4) 一 平面 与 一 超 平面 相交 于 一 直线 。 因 P=2,9=3, 得 r=2+3-4=1, 相 
交 见 何 元 素 为 一 维 空间 ， 即 为 直线 。 f 
〈5) 两 个 超 平面 相交 于 一 平面 。 因 P=9=3， 得 r=3+3 一 4 =2， 相 交 儿 何 元 
素 为 二 扒 空 间 ， 即 为 平面 。 
(9 三 个 超 平面 相交 于 一 直线 。 因 有 和 =ko=h=3， 人肉 =3， 得 r=3+3+3-(3- 
1) 4 = 1， 相交 几何 元 素 为 一 维 空间 ， 妈 直线 。 
7 四 不 超 平面 相交 于 -- 点 。 因 pi =Az=As=A=3， 由 二 4， 得 "3+3+3+37 
《4 一 1)4 = 10， 相交 几何 元 素 为 零 维 空间 ， 即 为 点 。 
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根据 上 述 性 质 可 推出 四 维 空间 中 的 一 些 有 关 定 理 。 

定理 2 若 一 个 平面 和 一 个 超 平面 有 一 个 共有 点 ， 别 过 该 点 必 有 一 条 共有 直线 。 

定理 3 若 两 个 超 平面 有 一 个 共有 点 ， 则 过 该 点 必 有 一 个 共有 面 。 

定理 4 若 三 个 超 平面 有 一 个 共有 点 , 则 至 少 有 一 条 共有 直线 , 该 直线 在 一 个 超 平面 内 ， 
且 在 另 两 个 超 平面 的 交 平 面 上 。 

以 下 对 四 维 空 间 中 子 空 间 的 某 些 相交 问题 作 直 观 说 明 。 

(1) 不 属于 一 超 平面 的 直线 与 该 超 平 面相 交 于 一 点 。 

如 图 2-1 所 示 ， 设 直线 ! 分 别 与 两 个 不 同 的 超 平面 T,( 由 1 、2、3 、4 四 个 点 决定 ) 、T， 
《由 1 、2、3 、5 四 个 点 决定 ) 相交 于 点 村 ,N。 车 1 与 义 相交 于 点 ， 则 MK 天 (也 即 5 ) 属 
于 T 因为 N 在 1 上， 所 以 N 也 属于 Tu ， 1、2、3 .YY 四 点 属于 T, 和 Ts 即 T/ 三 Ts， 故 与 
假定 矛盾 。 


图 2-1 直线 与 超 平面 相交 于 图 2-2 一 直线 和 一 个 平面 
一 点 的 直观 说 明 不 相交 的 直观 说 明 


(2 ) 一 条 直线 和 一 个 平面 不 属于 同一 个 三 维 超 平面 ， 该 直线 与 该 平面 不 相交 。 
如 图 2-2 所 示 ， 已 知 直 线 ! 属于 Ti， 平面 " 属于 Ts， 如果 ! 与 a 相交 于 点 K, 则 1、2，、 
3 、 履 哆 属于 Ti 也 属于 Ts;, 则 Ti 二 T;, 故 与 假定 矛盾 。 


图 2-3 不 属于 则 一 个 三 维 超 绊 面 的 商 个 平 图 2-4 点 从 属于 超 平面 的 
面相 交 于 一 点 的 直观 说 明 直观 说 明 
(3) 不 属于 同一 个 注 维 超 平面 的 两 个 平面 相交 于 一 点 。 
如 图 2-3 所 示 ， 已 知 两 超 平面 TivTs，Q1,、%s 分 别 属于 Ti Ta:，aivas 与 底面 123 分 别 相 
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交 于 0 与 1 的 交点 K 即 为 a1 与 &s 两 平面 的 交点 。 除 此 以 外 ， 不 可 能 有 其 他 交点 上 媚 
另 有 不 在 123 面 上 的 共有 点 ， 则 了, 三 T，， 这 与 假定 是 予 盾 的 。 
四 、 四 维 空间 的 关联 定理 
《1)》 在 一 条 直线 上 ， 若 有 两 个 点 在 已 知 超 平面 内 ， 则 此 直线 完全 从 属于 该 超 平面 。 
《2 ) 在 同一 平面 上 ， 若 有 三 个 不 同 在 一 直 残 上 的 点 在 已 知 超 平面 内 ， 则 该 平面 完全 从 
属于 该 超 平面 。 
(3 ) 车 一 点 在 属于 超 平面 的 直线 或 平面 上 ， 则 该 点 从 属于 该 超 平 面 。 
(4) 著 一 点 与 超 平面 内 任 一 点 的 连 线 和 超 平面 内 另外 两 直线 所 决定 的 平面 相交 ， 则 该 
点 在 超 平面 内 。 如 图 2-4 所 示 , 已 知 一 点 4 与 超 平面 TT, 如 加 为 工 内 的 点 , CD.C 决定 的 平面 
为 了 内 的 平面 ， 如 直线 4B 与 平面 CDE 相交 于 点, 则 下 点 在 T 内 ,因为 BK 属于 让 , 4 是 BK 
上 的 点 ， 冯 此 也 必定 属于 T。 
(5) 车 4’.B8’.C’、D’ 是 属于 三 维 超 平面 48CD 的 四 个 非 同一 平面 的 点 ， 则 超 平 面 
A'B’'C’'D'/ 与 超 平面 4BCD 等 同 。 
由 此 类 推 ， 寺 述 关 联 定理 也 可 用 于 高 维 空间 。 


第 二 节 多维 空间 中 的 垂直 问题 | 
| 
| 


一 、 垂 直 的 概念 

在 二 维 平 面 上 的 两 直线 。、! 互相 垂直 , 其 交点 为 K, 显然 , 过 直线 e 上 的 一 点 到 只 有 一 条 | 
直线 ! 与 垂直 。 在 三 维 空间 中 ， 若 直线 。 同 财 垂直 于 两 相交 直线 tr、1u， 则 必定 生 直 于 由 | 
0、4: 所 决定 的 平面 上 的 所 有 直线 。 在 四 维 空间 中 , 若 直线 同时 垂直 于 三 条 相交 直线 tt、 | 
4,， 此 三 条 相交 直线 不 在 同一 平面 内 ， 则 直线 a 垂直 于 由 4、14、 
1, 央 定 的 超 平面 了。 还 可 以 证 明 直 线 a 必定 对 直 于 超 平面 内 的 任 
一 直线 。 如 图 2-5 所 示 。 5 是 下 中 的 一 条 直线 ， 过 !,、 4。 的 平面 与 
1!; 决 定 的 平面 相交 于 直线 6 ,由 于 a Ll，a 14， 因此 ae 上 
cj a 上 4,， 因 此 a | 5。 由 此 可 类 推 至 s 维 空间 ， 且 得 到 如 下 
定理 。 

定理 1 在 rn 维 空间 中 ， 若 直线 a 垂直 于 由 (ma - 1) 条 独 
立 的 相交 直线 所 决定 的 《a ~ 1) 维 子 空间 ， 则 直线 a 必定 垂直 
于 过 重 足 且 在 (ma ~ 1) 维 子 空间 内 的 任何 直线 。 反 之 ， 与 直线 图 2-5 ”四 维 空间 中 
a 垂直 的 任意 直线 都 在 与 垂直 的 〈n” - 1 ) 维 子 空间 内 。 的 垂直 概念 

定理 2 在” 维 空间 中 ， 若 直线 分 别 垂直 于 过 同一 点 的 《= - 1 ) 条 独立 〈 即 不 在 同一 
(na - 2) 维 子 空间 〉 的 直线 ， 则 该 直线 必定 牌 直 于 (n ~- 1) 条 直线 所 决定 的 〈2 - 1 ) 维 
子 空间 。 

二 、 完 全 垂直 〈 绝 对 垂直 ) 

由 上 述 分 析 可 知 ， 已 知 一 直线 eat， 过 af 上 的 点 及 垂直 于 et 的 所 有 直线 在 垂直 于 a 的 
(n 一 1 ) 维 子 空间 内 。 设 as 是 其 中 的 一 条 直线 , 则 过 天 点 重 直 于 a 和 a 的 所 有 直线 在 Cn ~ 
2 ) 维 子 空间 内 ，( n - 2 ) 维 子 空 间 是 分 别 对 ai、as 垂直 的 两 个 (* - 1) 维 子 空间 的 交 空 
间 。 依 次 类 推 , 设 a, 是 (n - 2) 维 子 空间 内 的 一 条 直线 , 可 以 得 到 mi ,aaa……au 等 直线 瑟 


Kk 
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相生 直 。 设 ol.a:……ar 等 了 条 直线 决定 一 个 了 维 子 空间 S*， 其 余 《n ~ p〉 条 直线 决定 一 
个 (n ~ p》 维 子 空间 S"?， 这 两 个 子 空间 相交 于 点 ， 显 然 ,在 S* 中 过 点 KK 的 每 一 条 直 变 
都 垂直 于 S 中 过 点 五 的 每 一 条 直线 ， 这 时 两 个 子 空间 的 相互 关系 称 为 完全 正 交 或 完全 垂 
直 ， 又 称 全 对 直 或 绝对 垂直 。 

在 四 维 空间 中 ， 过 平面 上 的 点 天 县 三 直 于 平面 a 的 所 有 直线 的 集合 是 对 “完全 垂直 的 
另 一 平面 有。 

三 、 两 空间 的 重 直 度 〈 正 交 度 ) 

设 S*,S' 是 S 中 的 两 个 子 空间 ， 户 之 9 ，S" ?是 5S" 中 过 一 定点 而 与 S? 垂直 ( 正 交 ) 
的 几何 元 喜 的 集合 ， 若 SS 的 交 空间 为 S” (ma 拓 0)， 则 S? 与 S* 是 垂直 的 ， 其 垂直 度 
《 正 交 度 》4, 为 


d, 一 (2-9) 


| 


即 两 空间 的 垂直 度 用 分 式 表 示 ， 分 母 9 表示 较 低 维 空间 的 维 数 ， 分 子 m 为 位 于 8S* 中 上 且 与 8 
完全 垂直 的 子 空间 的 维 数 。 

在 三 维 空间 中 ， 平 面 与 平面 的 垂直 是 半 垂 直 〈 半 正 交 ,而 直线 与 平面 的 垂直 则 是 完全 重 
直 (完全 正 交 )。 

当 SS 的 和 等 于 S" 时 ， 即 S'S' 不 同时 位 于 S" 中 低 于 = 维 的 空间 中 时 ， 则 它们 的 最 
大 垂直 度 d, 如 表 2-2 和 表 2-3 所 示 。 
罕 2-2 当 ”- 1 为 偶数 2 时 S? 与 7 的 垂直 度 4， 


a 


在 四 维 空间 中 的 悉 直 度 如 表 2-4 所 示 。 由 此 可 见 ， 两 平面 甜 直 ， 直 线 与 超 平 而 垂直 是 完 
全 垂直 平面 与 超 平面 悉 直 ， 其 悉 直 疫 为 1 / 2 ， 两 超 平面 之 间 垂 直 , 其 生 直 度 为 1713 。 

四 、 训 问 空 间 中 的 私 直 定理 

1、 直 线 与 赵 平 面 延吉 

根据 上 述 定义 得 知 , 在 四 维 空间 中 , 当 -- 直 线 与 属于 一 点 的 三 条 非 共 面 的 直线 垂直 相交 
时 ,该 直线 垂直 于 由 属 玉 一 点 的 三 条 非 共 面 直线 所 决定 的 超 平面 ,直线 与 超 平面 垂直 的 生 党 度 


d,=1。 
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表 2-3 当 n- 1 为 奇数 2 上 -1 时 5S? 与 5 的 侄 直 度 4， 


直线 与 超 平面 垂直 的 几何 性 质 可 用 以 下 定理 
加 以 说 明 ; 一 7 
定理 1 过 已 知 直线 上 任 一 点 有 一 个 且 只 有 .4 、 
一 个 超 平 面 重 直 于 已 知 直线 。 ~、 


甫 2-4 ”四维 空间 中 的 生前 度 


下 
证 ， 设 已 知 直线 为 1 | 


过 该 直线 上 的 点 (Xo yo zovao) 与 直线 返 直 的 超 3 1 1 
平面 方程 为 -— i - 


Mm(X— Xt my yo) t mlz— 20) + mu uo)= 0 


显然 ， 该 超 平面 是 唯一 存在 的 。 


定理 2 ”过 直线 外 的 一 点 可 作 一 个 且 只 能 作 一 个 超 平 而 垂直 于 已 知 直 线 。 


证 设 已 知 直线 1 为 


设 直线 外 一 点 PCxis yusuwui)。 若 点 PCx，y，zy,ua) 是 满足 PiPL 1 的 任 一 点 ， 则 必定 


满足 


mxX~ xX)+mAy ~ YI) + ms ~ 2 + mu u) = 0 


这 是 一 个 超 平 面 的 方程 式 ， 该 超 平 面 与 上 垂直 且 通 过 点 Pi， 它 是 唯一 存在 的 。 


定理 3 ”过 超 平 面 内 一 点 可 作 一 条 且 只 有 一 条 直线 垂直 于 已 知 超 平面 。 
证 : 设 Po(xo yo zxo) 是 超 平 面 工 内 的 一 点 ， 工 的 方程 为 
A(X— Xt+ BCY— y0)+ + CCz 一 0) 十 D(uw-uw)= 0 


一 


= 


LA 


设 点 P(x, yz,u) 满足 PsPl 7T， 则 PoP 平 行 于 工 的 法 向 { 4， B,C,， 2 故 得 


xx 一 Xe YY SA 1 一 2 


4 B C D 
这 就 是 过 P, 与 了 垂直 的 直线 方程 ， 显 然 , 它 是 唯一 存在 的 。 


县 
Pe 


J 
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定理 4 ”过 超 平面 外 一 点 可 作 一 条 且 只 有 一 条 直线 垂直 于 已 知 超 平 面 ，。 
证 : 设 PoCxoy yo zoy 1o) 是 超 平面 开外 的 一 点 ，T 的 方程 为 
AxX+By+Cz+Dut+E=0 
点 PCx，y，z，a) 是 满足 PvP 上 T 的 任 一 点 ， 则 得 
XX -Yo 2 一 2z0 Ui 
4 DO © DD 
这 是 过 P。 与 人 牌 直 的 直线 方程 ， 它 是 唯一 存在 的 。 
定理 5 垂直 于 同一 超 平 曾 的 两 条 直线 位 于 同一 平面 内 。 
证 ， 设 直线 1,!; 垂直 于 同一 超 平面 T, T 的 方程 为 
AxX+ByY+Cz+Du+E=0 


4 的 方程 为 
xx 一 xl YY 一 yy _ 22 _ Ul 
A FF  ¢ DD 
{; 的 方程 为 
x 一 Xe yy Zz—2, Ul, 
4 BB C6 D 


可 见 四 5 位 于 同一 平 罕 a 内 
有 和 一 yy -yi 3 一 2z UU- 
1 xz 一 Xi yz 一 yi zs 一 21 Ut 
| 4 8 C D ls 
定理 6 若 一 直线 与 一 平面 相交 ， 则 过 交点 与 两 者 都 重 直 的 直线 必定 垂直 于 两 者 所 确定 
的 超 平面 。 或 者 , 若 两 平面 相交 于 一 直线 , 则 过 交 线 土 任 一 点 与 两 平面 垂直 的 直线 必定 垂直 于 
由 该 两 平面 所 确定 的 超 平面 。 
证 ; 首先 证 明定 理 的 第 一 部 分 。 选 择 四 维 直角 坐标 系 0-xyzx， 取 直线 1 为 4 轴 ， 即 其 
方程 为 


X=0, =0, z=0 


平面 a 的 方程 为 
0 


| Ax*+Biy+Cz+ Du 


As*+ Boy+Cs2+ Dau= 0 
直线 与 平面 相交 于 坐标 原点 0 《0 ,0,0,0)， 则 在 0 点 处 与 直线 ! 垂直 的 超 平面 的 方 
程 为 & = 0， 在 0 点 处 与 平面 a 绝对 牌 直 的 平面 方程 为 


| = 了 Zz ul 

及 BI Ci Dil = 0 

A: BB, C: 站 ,| 

好 

(IB! DI BD: A y+0. [A! BI, 
j lB Da” TIp, A TO +|4, Bl* = 
\i0, Di , D! A A! Cul, 
(le B+o7 to Merlhs eda 0 


20 
在 交点 处 与 两 者 都 垂直 的 直线 !'， 其 方程 为 上 述 契 平面 与 绝对 垂直 的 平面 的 联 立 方程 , 


即 
| B, D, D, A! 一 
lla Da* tIp, Al” = 
( C D, D: Ai!|, - 
1 pil* + He=0 
\ 二 0 
在 0 点 处 与 !' 冬 直 的 超 平面 T' 的 方程 为 
和 > 2 v 
iB, DD, D, A 
|B, ‘D, 刀 A; 0 0 
= 0 
Ci 也 : D! 4 
Cs D, 0 D, A 0 
0 0 0 1 
即 为 
A: Di B! 也 Ci Di _ 
A Dx - a! Dlr+le: p=0 
由 /与 a 所 确定 的 超 平面 了 的 方程 为 
x pd Z u 
B, CG, Ai Cs A, B, 0 
B, Ce A, Cs» 4。 有。 = 0 
Bi D, _ Al 万 0 A! Bi 
B; D,| |A4:; DD; A B; 
0 0 0 1 
展开 后 ， 即 得 
4 D! B, DD, C1 Dl _ 
| Dl” |p, pil” tlc, Dl"™° 
出 此 可 以 看 出 ，T 人 与 的 方程 相同 ,所 以 ,与 1、e 都 垂直 的 直线 ! 必定 垂直 于 两 者 所 克 
定 的 超 平面 。 


以 下 证 明定 理 6 的 第 二 部 分 。 
设 两 平面 a1、as 的 方程 为 
z=0 
| 
Biy+Cz2+Du=0 
| By+C.z2+ Du= 0 
.0 相交 于 直线 * 轴 ， 其 方程 为 
(yy 
| ， 
[ 


= 0 
= 0 
= 0 


即 


2F 


在 交 线 x 轴 上 任 取 一 点 P(xo, 0 , 0,0 )， 作 平面 of 与 a1 绝对 垂直 ， 其 方程 为 


XxX—Xo > QZ u 
| 0 0 1 0 =0 
0 0 0 1 3 
| 二 Xo 
=0 
过 Po。 作 与 as 绝对 垂直 的 平面 为 2?， 其 方程 为 
xX— Xo 2 之 u 
0 B: CC: Di =0 
0 B, C> D: | ， 
x =X, 
Cs Ds” +Ip, B+ lB, cl *=0 
过 P, 垂直 于 ci.a: 的 直线 为 ! ， 其 方程 为 
xX 一 X0 
=0 
Di Bir Bi Cs = 
D: Bs” tlB, cs" = 0 
由 a1、as 所 决定 的 超 平面 为 十 ， 其 方程 为 
x bd 多 u | 
1 0 0 0 
0 1 0 0 = 《 
Ci | D, Bi Bi Ci 
Cs 了 | |D, B; Bs C, 
Bi ce -| Bl, -0 
BH, Cs D; B. 
显然 ， 在 P, 处 垂直 于 了 的 直线 方程 为 
X 一 Xo >》 之 u 
0 0 i1B! Cil_ID: Bi =0 
B, Cs 也: 也 2 
x 一 Xo 
»》=0 
Di B, B, Ci 一 
中 Ble+ 全 Cj 一 


这 就 是 直线 ! 的 方程 。 因 此 ! 必定 径直 于 由 ni; 两 平面 所 确定 的 超 平面 T 。 
定理 7 径直 于 一 起 平面 的 一 条 直线 必定 垂直 于 过 该 番 足 旦 在 超 平面 内 的 每 一 个 平面 。 
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反之 ， 在 同一 点 上 垂直 于 一 已 知 直线 的 所 有 平面 必定 在 过 该 点 且 垂 直 于 已 知 直线 的 超 平面 
内 。 

证 ， 取 直线 {为 4 贺 ， 其 方程 为 x =0,》=0,z =0， 与 之 垂直 的 超 平面 全 ， 其 方程 
为 4 = 0 ， 垂 足 为 原点 0(0，0，0，0 )。 

设 e1、es、ea、e4 是 四 维 空间 0~xyzu 的 一 组 标准 正 交 基 ;，a 为 T 中 任 一 过 点 0 的 平面 ， 
P 为 a 上 的 任意 一 点 ， 则 

OP =tettest toes 
故 
24， OP =e(tiettsest+tses)=0 
即 
OP 1 u 
因此 ， 包 含 OP 的 平面 " 也 必定 垂直 于 ， 直 线 ! 垂直 于 过 垂 足 的 超 平面 内 的 每 一 个 平 


面 。 
反之 ， 设 “ 是 过 点 0 垂直 于 已 知 直线 zx 的 任 一 平面 ， 已 是 上 的 任 一 点 ， 设 


OP =1ei+faes 二 taes 十 te 


由 于 e+ OP = 0， 得 = 0， 因 而 OP =hier+tses+tses， 即 点 P 在 T 内 ， 因 此 与 直 
线 ! 垂直 的 任 一 平面 必定 在 超 平面 了 内 。 

在 =” 维 空间 中 。 上 述 定理 同样 也 是 成 立 的 。 

定理 8 在 4 维 空间 中 ,车 已 知 直线 ! 垂直 于 n -~ 1 维 子 空间 , 则 直线 ! 必定 垂直 于 - 
1 维 子 空间 内 所 包含 的 过 垂 足 的 任意 了 维 子 空间 。 反 之 ， 在 同一 点 上 垂直 于 已 知 直 线 ! 的 任 
意 维 子 空间 必定 位 于 过 该 点 且 垂直 于 已 知 直线 的 n - 1 维 子 空间 内 。 

2。 两 平面 绝对 垂直 

由 前 述 得 知 ， 在 " 维 空间 中 ， 与 bp 维 子 空间 绝对 垂直 的 超 平 面 的 维 数 为 a - 2。 因此， 
在 四 维 空间 中 ， 不 属于 同一 三 维 子 空间 的 两 平面 相互 垂直 必 
定 为 绝对 垂直 。 以 下 对 两 平面 的 绝对 重 直 作 直 观 说 明 。 

如 图 2-6 所 示 ， 已 知 在 " 平面 上 两 直线 a、4。 相交 于 点 
K, 过 点 下 作 超 平面 ,Ts 分 别 与 。、6 垂直 ， 则 T; 与 T: 的 
相交 平面 为 a。 由 此 可 见 ,平面 a 上 的 任 一 直线 均 垂直 于 a 
上 的 任 一 直线 ， 反 之 也 然 。 如 果 已 知 两 平面 相交 于 一 点 ， 若 
其 中 一 个 平面 上 过 该 点 的 任 一 直线 均 垂直 于 另 一 平面 上 的 过 
该 点 的 任 一 直线 ， 则 两 平面 绝对 垂直 。 绝 对 垂直 的 符 号 是 图 3_6 两 平面 绝对 垂直 
XX， 即 a a’。 的 直观 说 明 

关于 两 平面 绝对 垂直 的 几何 性 质 ， 由 以 下 一 些 定理 加 以 说 明 。 入 

定理 1 ”过 已 知 平面 上 一 点 作 垂直 于 该 平面 的 所 有 直线 必定 在 同一 平面 上 。 

证 ， 设 平面 " 的 参数 方程 为 


P=P+tP+i,p, 
其 中 方 (A1、B1,C1,.D1)、Po( 42、B2、.Cs、Dz》 是 a 上 两 线性 无 关 的 定向 量 , 设 MC x ,YY， 


2 


z2,u) 是 过 已 知 点 Pu(Cxoy yo zoy to 三 直 于 w 的 直线 上 的 任 一 点 ， WPoM LP PoM | PF,» 
由 此 可 得 


为 


0， 


Cs 


A(X— Xo)+ BI- Io)+C(F -T+ Dn)=0 
A(X— X00) + BeAy— yo)+CA2—20) + Du-u)= 0 
显然 ， 这 样 的 直线 都 在 同一 平面 a 和 上 ， 其 方程 为 上 述 两 方程 的 联 立 方程 , 即 
A(X— XO)+ BY- YO+C(E~20)+ Du uo)= 0 
| AsCX—~ Xo)+ BAY— Yo)+CA2—20) + DAu—uo)= 0 
定理 2 过 平面 上 一 点 可 以 强 不 止 一 条 直线 与 该 平面 秋 直 。 
显然 ， 此 定理 的 证 明 可 由 上 述 定 理 导 出 。 
定理 3 过 平面 上 任 一 点 有 一 个 且 只 有 一 个 平面 绝对 垂直 于 已 知 平面 。 
证 ， 设 已 知 平 面 z 的 方程 为 
AX— Xt BY- Yo)+tC(2~20) + Dlu-u)= 0 
| As(X~— X00)+ BeAy ~ yo) +tCAz ~ 20) + Du— uo)= 0 
PCxo yo T0910) 为 4 上 一 点 ， 过 点 Po 与 平面 4 绝对 垂直 的 平面 a” 的 方程 为 


[|x~Xo -Yo zzo uo 
Ai Bi Ci D: = 0 
A: B; Cs Ds 3 


显然 ， 它 是 唯一 存在 的 。 
定理 4 ”过 平面 外 任意 一 点 有 一 个 且 只 有 一 个 平面 绝对 垂直 于 已 知 平面 。 
证 ， 设 已 知 平面 & 的 方程 为 
i 
1 二 0 


PICxbybp2ubua) 是 平面 a 外 的 一 点 ， 设 过 Pi 与 “绝对 垂直 的 平面 &″ 的 方程 为 
(YX 一 XI) 二 万 (yy 一 YYD+CIKz 一 2D)TTDI 一 22)= 0 


AsX— XI)+BA(yY~- IND+CA2~z2) + Du~u)= 0 
因为 "与 a/ 相交 于 一 点 , 即 Po*os yw 0，0 ) 所 以 | 有 全 和 3 0， 故 上述 a 平面 方 各 


| A(x— XxX)+B(lyY~- yo)+tCz+ Du=0 
AsxxX— Xo)+ By Yo) + C2+ Dau= 0 
设 P(x， ,2, uu) 是 满足 P,Pla 的 任 一 点 ， 则 已 oP、2、E， 线性 相关 , 其 中 记 =(0， 


1，0), 总 =(0,0,0,1)， 即 有 
jx— xo 一 yn 之 u 
| 0 0 1 0 =0 
io 0 0 1|; 


由 此 ， 得 x =xo?=y》yo。 点 已 的 坐标 〈xo yo 2su) 满足 w7/ 平面 方程 , 从 而 得 C,= D,= 


= D, = 0 。 则 a’ 的 方程 为 


24 
| AKX~ Xx) + By- Yo0) = 0 
AsxX~—xo)+ BeAV~-Y0)= 0 
14， 8B, 
[4: BB 
| = Yo 
该 方程 正 是 在 P。 点 处 与 绝对 垂直 的 平面 方程 。 它 过 Pi 点 ， 而 且 是 唯一 存在 的 。 
定理 5 车 两 个 平面 相交 于 一 直线 ， 且 决定 一 超 平 面 ， 则 过 交 线 上 任 一 点 分 别 与 这 两 个 
平面 绝对 垂直 的 两 个 平面 相交 于 一 条 直线 且 属 于 另 一 超 平 面 。 
证 ， 设 在 O -xyz2 坐标 系 中 ， 相 交 于 一 直线 的 两 平面 所 确定 的 超 平面 的 方程 为 * = 0， 
这 时 两 平面 x 、8 的 方程 为 


关 0， 所 以 “ “的 方程 为 


又 因 


Ax+ By= 0 


uu=0 
A*+ Be.y=0 


u=0 . 
设 两 平面 的 交 线 为 z 轴 ， 其 方程 为 * = 0,》= 0,w=0。 则 在 KC0， 0 ,2 0) 处 与 
a ,绝对 垂直 的 平面 a 、hB′ 的 方程 为 


x YY 2Zz 一 20 u 

A! Bi 0 0 | = 0 
0 0 0 1 lis 

x 2 一 20 ua 

A: Bs: 0 0 | = 0 
0 0 0 1 ls 


| Bix- Ay= 0 
| Bx- A.y=0 

由 此 可 见 ，a’、B′ 相交 于 直线 a ， 其 方程 为 x = 0,》= 0，> =z6s 且 属于 同一 超 平面 
2 = 2Z0o 

该 定理 也 可 应 用 综合 法 直观 地 进行 论证 。 如 图 2-7 所 示 , 两 平面 <、 有 相交 于 直线 a, 过 a 
上 的 一 点 天 分 别 与 、 有 呈 绝 对 垂直 的 两 平面 为 "8 ， 在 同一 个 垂直 4 于 点 K 的 超 平 面 内 ， 
因而 ce’,、B 必定 交 于 一 条 直线 a’。 

定理 6 若 两 个 平面 绝对 垂直 于 第 三 个 平面 ， 则 该 两 平面 在 同一 个 超 平面 内 。 

证 ， 设 已 知 平面 7 的 方程 为 


25 
在 点 Kx 0，0，0)、 下 (Xs,，0，0,0》 处 ,与 平面 Y 绝 对 垂直 的 平面 a 、B 的 方程 为 


X— XI 了 u 
0 0 1 0 | = 0 
| 0 0 0 i118 
X 一 %a 了》 2 u 
| 0 0 1 0 | = 0 
0 0 0 1 }|s 
邯 
% = XI 
| 
| x = xX, 图 2-7 与 相交 两 平面 分 别 绝 对 鼻 
y=0 直 的 两 平面 必定 相交 于 一 直线 


显然 ，c 、P 两 平面 处 在 同一 超 平面 内 , 其 方程 为 = 0。 

定理 7 ”车 一 平面 垂直 于 两 个 绝对 垂直 的 平面 之 一 ， 且 经 过 该 两 平面 交点 ， 则 该 平面 也 
必定 垂直 于 另 一 平面 。 

证 ， 设 绝对 垂直 的 两 个 平面 a 、P 的 方程 为 


*=0 
1， 
y=0 
| 
它们 相交 于 0(0，0，0， 0 )。 设 垂直 于 “= 且 过 点 的 0 平面 Y 的 方程 为 


| Ax*t Byt+Cis+Du= 0 


AxX+ Beyt+tC t+ Du= 0 
7 与 a 相交 于 一 直线 ， 则 
B, Ci 


Bs Cal ° 
由 于 
| 站 ol -le pr 0 2 lo 四 六 
0 1! IlB。 Csl ll 0| IIc D2: |0 0! iD, 4 10 0| |4: B: 
B: C 
-|s, d= 9 
所 以 rip 


定理 8 ”车 一 个 平面 与 两 个 绝对 垂直 的 平面 中 任 一 平面 的 交 线 都 是 直线 ， 则 该 平面 必定 
与 绝对 垂直 的 两 个 平面 都 重 直 。 
证 ， 设 两 个 绝对 垂直 的 平面 a 、B 的 方程 为 


= 人 0 


uy=0 
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设 另 一 平面 Y， 其 方程 为 


Y 与 a 相交 于 一 直线 ， 则 


7 与 8 相交 于 一 直线 ， 则 


由 于 
|。 ol 
| ?| .| 
0 1|)' 1B， 
所 以 


定理 9 车 两 个 平面 秋 直 ， 过 其 交 线 上 的 任 一 点 与 它们 绝对 垂直 的 两 平面 也 必定 互相 垂 


直 。 


证 : 设 两 个 垂直 平面 <、 


C, 
Cs 


Ci 
Cs 


十 


| 


0 


0 
1 


Ax+ By+C2+ Du+E,= 0 


Azx+ Bay+C2z2+ Dat+Es= 0 
Y 与 a。、 户 两 平面 都 交 于 一 直线 ， 


| 


?| ， 
0 


Ci 
Cs 


Ci 
Cs 


7 显然 经 过 a 、 两 平面 的 交点 ,因此 Bi=Bs= 0。 


Bi Ci 一 
B，C: =0 

D: Ai_ 
由 4 0 
已， | 0 
Ds |0 1 
Dt)? "| 
Ds 10 0 
Yia, YiBpB 


户 的 方程 为 


a 、B 的 交 线 为 x 轴 ， 其 方程 为 


在 x* 轴 上 任 一 点 Po(xe，0，0，0) 处 作 两 个 平面 ao/、 有 “与 、 有 绝对 垂直 , 其 方程 分 


别 为 


显然 ，a 与 8’ 互相 垂直 。 
定理 10 ”属于 同一 超 平面 的 两 个 垂直 平面 和 它们 的 绝对 垂直 平面 确定 四 条 相交 的 非 共 面 


的 互相 垂直 的 直线 。 


| 7 ， 
= 0 


从 


> =0 
2 = 0 
=0 
z= 0 
2 = 0 


Al 
A: 


A 
4 


+ 
1 


+ 
0 


?| .他 
0| |4， 
| | 
0| 14， 


| 


44 


闪 
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证 ， 设 在 同一 超 平面 2，*x = 0 中 这 两 个 垂直 平面 为 xs、xs， 其 方程 分 别 为 
0 


< 
攻 
© 


与 它们 绝对 垂直 的 平面 为 rs、re， 即 

= 0 
| 
z=0 

| 

这 四 个 坐标 面 确定 了 四 条 相交 的 非 共 面 且 互 相 垂 直 的 直线 ， 即 四 条 坐标 轴 。 

3。 平面 与 超 平面 垂直 

定义 ”一 个 平面 与 已 知 超 平面 相交 ， 若 该 平面 与 属于 超 平面 内 的 另 一 个 平面 在 其 交 线 上 
的 某 一 点 绝对 垂直 ， 则 该 平面 在 该 点 上 垂直 于 超 平面 。 

如 图 2-8 记 示 ， 平 面 4 绝对 垂直 属于 超 平 丙 的 平面 8， 则 了 面 “" 在 天 点 处 简直 于 超 平 
面 。 由 此 可 推出 下 列 结论 ;如 果 一 平面 在 与 一 趋 平面 的 交 线 
上 的 一 点 研 直 于 该 超 平 而 ， 则 它 必 定 在 整个 直线 上 牌 直 于 超 
平面 。 

以 下 定理 可 说 明 平 面 与 赵 平 面 牌 直 的 几何 性 质 。 

定理 1 车 平面 a 沿 直 线 e 垂直 于 一 个 超 平面 ， 则 在 此 
超 乎 面 内 牌 直 于 a 的 任 一 平 而 必定 绝对 垂直 于 “; 通过 该 超 


平面 内 一 点 而 绝对 垂直 于 a 的 任 一 平面 都 属于 该 超 平 面 。 图 2-8 平面 与 超 平面 
让 :可 设 平面 a 为 坐标 亚 面 ， 其 方程 为 牌 直 
z=0 
| 
a 沿 直线 a 垂直 于 超 平面 T，e ， 了 的 方程 为 
x = 0 
下 
2 二 0 
x = 10 
在 T 内 任 一 垂直 于 a 的 平面 6， 其 方程 为 
x =1 
| 


由 此 可 列 ， Ba， 通过 个 内 一 点 PC0，y zi， “9) 绝 对 答 直 于 & 的 平面 了 的 方程 次 
1 >》 一 oo 2z 一 zu u 2 
10 0 1 0 
0 0 1 | 
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即 


x=10 
| >》 三 0 
因此 ，Y 属于 超 平面 T。 
定理 2 ”车 平面 c 沿 直线 “ 垂直 于 一 超 平面 ， 则 该 超 平面 内 通过 a 的 任意 平面 都 重 直 于 
a， 即 垂直 于 w 且 通 过 4 或 通过 该 超 平面 内 不 垂直 于 a 的 任意 直线 的 平面 都 属于 该 超 平面 。 
证 ; 已 知 平面 a 沿 直线 4 垂直 于 超 平面 T，a、% 、T 的 方程 如 定理 1 证 明 所 述 。 在 了 
内 任 一 通过 4 的 平面 A， 其 方程 为 
{ x= 0 


Ciz+Dia=0 
及 此 ，8 aa。 
图 2-9 应 用 综合 法 进行 证 明 。 在 上 述 情况 下 ， 过 a。 上 任 
一 点 KK 作 平 面 96 Va，9 与 相交 于 直线 5，5 垂直 于 4， 
执 此 BB1 a。 
定理 2 的 第 二 部 分 证 明 如 下 设 另 一 平面 ?垂直 于 平面 
ae， 则 包含 一 条 且 仅 有 一 条 对 Y 垂 直 的 直线 ! ， 其 方程 为 
Ax+By=C 
z=0 


图 2-9 平面 沿 直线 答 下 
u =.0 于 超 平面 
1 与 Y 的 交点 为 Pi(x1:，y1，0，0)， 根 据 直 线 垂直 超 平面 的 定理 7 (本章 第 二 节 ), 则 
必定 在 超 平面 了 中 ， 人 的 方程 为 


一 Xl bp 一 yi 2 uy 
A B 0 0 
0 0 1 0!=9 
0 0 0 1| 
即 
B(x ~-x%)~ ACY ~y)=0 
(1) 车 平面 Y 通过 直线 5， e 的 方程 为 
2 = 人 0 
由 于 a 、Y 均 包含 *， 又 上 Y， 因 此 “与 Y 相交 于 一 直线 a。， 其 交 点 P= ( 0,2-， 
0， 路 即 


从 而 可 得 T 的 方程 为 


29 
C 
Bx-4( 7 -2)- 0 
因为 a 属于 Y 面 ，Y 面 又 属于 T， 把 a 的 方程 代入 T， 得 4 = 0， 故 7 完全 属于 了 。 可 
见 Y 完全 属于 5,。 
《2) 车 7 是 通过 全 内 而 不 垂直 于 a 的 任 一 直线 4 
X= 0 


T_T 


bi Ci di 


由 于 ! 上 Y， 则 ! 必定 垂直 于 YY 上 的 直线 26。 ! 和 4 的 方向 分 别 为 (~ 下 ，4，0，0) 


和 (0， bs ci d,), 由 于 - B-.01+A:b+0.:c0+0.d=0, A1=0， 而 六 0, 得 A4= 
0， 居 此 个 即 为 


x 二 和 1 
平面 Y 过 点 Pi 和 直线 4， 其 方程 为 
x 一 xy 一 yi 2 人 
0—x Yo~yi 和 to = 0 
0 一 xl yof+ 昌 -yi zo+cl utdlls 
遇 一 2 
1 >” 2 Nx -xD+xicet(y -yy)~62I=0 
| 6 C1 
0 一 了 io 
d, 


(x ~—x)+Xdy -yy ~ b=0 
可 以 看 出 ，Y 在 超 平面 下 内 ， 人 下 的 方程 为 
X =X! 
则 
Xe 一 7 一 82 一 0 
| Xd ~y)~buI=0 
注意 到 6, 站 0， 为 使 上 式 成 为 恒等式 ， 必 须 x, = 0 ， 故 超 平面 工 的 方程 为 


x=0 
所 以 了 完全 属于 了 T。 
定理 8 如果 两 个 超 平面 在 点 K 与 一 已 知 平面 垂直 ， 它 们 必定 相交 于 过 点 K 而 与 已 知 平 
面 绝对 垂直 的 平面 。 
证 ， 设 超 平 面 的 方程 T,、T: 分 别 为 
x=10 
AxX+By+Cz+Du= 0 
Ti、T; 在 点 K (0，0，0，0 ) 处 与 平面 垂直， 在 "上 与 T; 甜 直 的 直线 4。 其 方程 为 
[y=0 
z=0 


uw=0 


在 a 上 垂直 于 Ts 的 直线 !,， 其 方程 为 
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A 
在 hh、l: 上 到 三 个 点 : (0，0，0，0)、(1，0，0，0)、(4 有， CD) ， 则 严 

的 方程 为 
1-0 0-0 0-0 0-01 =0 


-0 -0 zz-0 | 
A-0 有 -0 CC-0 DD-0l{s 


T:、T: 的 交 平 面 4 人 为 


*=0 
| Ax*+ By+Cz+Du= 0 
显然 ，v 与 a/ 为 绝对 垂直 的 两 个 平面 。 
定理 4 当 一 个 超 平 面包 含 绝对 垂直 的 两 平面 之 一 时 ， 则 必定 垂直 于 另 一 平面 。 
证 : 设 两 个 绝对 垂直 的 平面 c 、a “的 方程 为 


2 二 你 

| 

1， 

> =10 
包含 < 的 任 一 超 平面 下， 其 方程 为 

Cz+DU= 0 


显然 ，a 上 全 。 
定理 5 若 一 个 平面 垂直 于 一 个 超 平 面 ， 则 平面 内 任何 垂直 于 它们 交 线 的 直线 必定 垂直 
于 该 超 平面 4 任何 通过 已 知 平面 上 一 点 且 与 已 知 超 平 面 垂直 的 直线 完全 属于 该 平面 
证 ; 设 已 知 平 面 < 为 
2=0 
| 


a 所 垂直 的 趣 平 面 T， 其 方程 为 


设 a 与 的 交 线 为 》 轴 ,. 其 方程 为 


x=0 
2=0 
w=0 
垂直 于 轴 且 在 ”平面 的 直线 ( ， 其 方程 为 
y =>, 
z= 人 0 
w= 人 0 


2 
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可 网 ， 7 上 全。 

通过 a 上 的 点 PuCxo，yo， 0，10 ) 与 T 垂 直 的 直线 !,， 其 方程 为 
=Yo 

z=0 

u=0 


显然 ， 完全 属于 平面 < 。 
定理 6 ” 若 平 面 与 超 平面 垂直 ， 则 在 超 平 面 内 与 交 线 生 直 的 任何 直线 必定 垂直 于 该 已 知 
平面 :任何 通过 超 平 面 内 一 点 且 与 该 已 知 平面 牌 直 的 直线 完全 属于 该 超 平 面 。 
证 ， 设 平 丰 = 与 超 平面 T 的 方程 分 别 为 
z=0 
(i 
x=0 
4 与 T 呈 垂直 相交 ， 交 线 为 办， 其 方程 为 
x = 0 
z=0 
u=0 
在 TT 内 与 》 轴 垂直 的 任 一 直线 ! ， 其 方程 为 


x*=0 


= 
2 一 2 do—u, 
CD 
显然 ，! 上 4。 
通过 个 内 一 点 P(0，yo zi ua) 与 垂直 的 直线 0， 其 方程 为 
x = 10 
》 = 多 
2—2 UUui 
TC TD 
可 见 ，(, 完全 属于 超 平面 工 。 
定理 7 若 直线 与 一 超 平 面 垂直 ， 则 通过 该 直线 的 任何 平面 必定 垂直 于 该 超 平 面 。 
证 如 图 2-10 所 示 ， 直 线 严 与 超 平面 了 垂直 相交 ， 交 点 为 
K， 过 K 作 平面 与 T 相 交 于 a， 在 KK 点 与 0 平面 绝对 垂直 的 
平面 有 必 在 下 内。 根据 平面 垂直 于 超 平 面 的 定义 ，“ 垂直 于 下。 
定理 8 已 知 超 平 面 与 一 条 直线 不 垂直 ， 过 该 直线 可 以 而 且 
员 可 以 作 一 个 平面 与 已 知 超 平 面 垂直 。 
证 : 设 超 平面 T， 其 方程 为 | 
x=0 图 2-10 直线 垂直 于 超 平 面 。 


与 超 平面 不 息 直 的 直线 ! ， 其 方程 为 通过 直线 的 平面 必定 垂直 于 
x yy zz x 该 超 平 面 
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出 过 ! 且 与 工 垂 直 的 平面 必定 通过 T 在 0(0，0，0，0) 处 的 法 线 x，x 的 方程 为 


yY=10 
2 一 人 0 
ut 二 0 


故 a 的 方程 可 号 为 


| Cy- Bz=0 


Dy-—- Bu= 0 
a 是 唯一 存在 的 。 
定理 9 一 条 直线 不 在 与 已 知 平面 绝对 释 直 的 平面 上 ， 过 此 直线 有 一 个 有 只 有 一 个 与 已 


知 平面 垂直 的 超 平面 。 


ss 


证 ， 设 已 知 平面 a ， 其 方程 为 
与 绝对 对 直 的 平面 /的 方程 为 


直线 ! 的 方程 为 
Ei EAP A Ti Md nd 


4 C d 
1 不 在 <" 上 ， 即 有 az+bzx0。 
设 超 平 面 了 T， 其 方程 为 
ACxX— XO)+BCY YO)+CC ZF 一 zo)+DD( -nu)= 0 
人 过 直线 ! 且 与 < 垂直 ， 以 下 证 明 4:8:C:D 是 唯一 确定 的 。 
因为 ! 属于 个， 所 以 


Aat+ Bb+Cc+Dd=0 

a 与 下 的 交 线 a 的 方程 为 

ACX ~ Xo)+ BCY — 7Y0)— Cz0- Duo=0 
z=0 


u=0 


在。 上 任 一 点 P(x,，y》1，0，0 ) 处 ，T 的 法 线 为 x， 方 程 为 


% 一 着 1 儿 一 yi 2 ud 
= 0 
2 


‘4 B © DD 
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BCx —xX)- AC(Y -yy)= 0 
CC* AL 
[ DCx ~—~x)—- Au= 0 
由 于 ”在 平面 c 中 ， 故 得 C = 0,D= 10。 所 以 4a+ Bb= 0 ,注意 到 +b 0, 即 a、 
4 不 同时 为 零 ， 故 4: 8B 是 定 比 关系 ， 即 4 : 8 : C :万 是 唯一 筑 定 的 ， 也 即 此 超 平面 了 是 唯一 
存在 的 。 
4。 两 超 平面 垂直 
定理 1 若 两 个 超 平面 垂直 ， 则 在 一 个 超 平面 内 和 导 直 于 交 平 面 的 直线 必定 垂直 于 另 一 超 
平面 : 通过 其 中 一 超 平 面 内 的 一 点 而 与 另 一 超 平面 牌 直 的 任 一 直线 完全 属于 第 一 超 平 面 。 
证 ， 设 在 0-xyzu 体 系 中 的 两 重 直 超 平面 T,、T:， 其 方程 分 别 为 


xX=0. 

=0 
其 交 平 面 a 的 方程 为 

x= 0 

| 
在 T; 内 垂直 于 “ 的 任 一 直线 ! 的 方程 为 

x = 0 


由 此 可 网，/ 1 T:。 
过 Ti 中 一 点 P( 0, yb zi ， 2) 与 T 垂直 的 直线 4， 其 方程 为 


| x=0 
由 此 可 见 1 属于 Ti。 . 
定理 2 兰 一 直线 垂直 于 已 知 超 平面 ， 则 包含 该 直线 的 超 平 面 必 定 垂 直 于 已 知 超 平 面 。 
其 证 明 与 上 述 平 柄 与 超 平面 垂直 的 定理 7 类 似 。 
定理 3 车 三 个 超 平面 相交 为 一 条 直线 ， 并 且 这 三 个 超 平面 都 垂直 于 第 四 个 超 平面 ， 则 
该 交 线 必定 垂直 于 第 四 个 超 平面 。 
证 ， 设 三 个 超 平面 了 ,、T,、T, 的 方程 分 别 为 
AX+ Biyt+Ciz2= 0 
Asx+ By-+Cz2= 0 
Asx+ By+Cz2= 0 
它们 的 交 线 上， 其 方程 为 
x = 0 
y=0 


z= 0 


与 这 三 个 超 平 面 都 乖 直 的 第 四 个 超 平面 了 T， 其 方程 为 


34 


x > 宅 u 
A, B, Ci 0 |=0 
A2 卫 : Cs: 0 
As B, Cs 0 
即 | u=0 
显然 ，“ 上 了 T。 


定理 4 若 两 个 超 平 而 垂直, 则 在 任 一 超 平面 中 垂直 于 它们 的 交 平 面 的 平面 重 真 于 另 一 
超 平面 ， 并 且 任 何 通过 其 中 一 超 平面 的 一 条 直线 而 垂直 于 另 一 超 平面 的 平面 完全 属于 第 一 个 
超 平面 ， 除 非 该 直线 本 身 与 第 二 个 超 平面 垂直 。 

证 : 设 两 超 平面 了 ,、T; 的 方程 为 


xX 二 0 
y=0 
其 交 平面 为 
x=0 
1 
在 人 ,中 垂直 于 a 的 平面 为 
=0 
|， 
可 见 ， 有 Ta。 
设 ! 为 工 中 的 一 条 直线 ， 其 方程 为 
X= 10 
?了 一 yo zz 一 z 2 一 te 
ed 


通过 且 与 T, 垂直 的 平面 为 了 。 ! 与 Te 的 交点 为 Pi 0，0， <， 一 yr 二 一) 
在 P, 处 ， Ts 的 法 线 n 为 


C 
x 了 二 一 0 十 7 2 一 2 十 一 1 -0 
0 1 0 0 2 
即 
= 0 
2 =20 Ys 
u 二 20 一 一 80 
由 于 Y 由 !/ 、z 唯一 确定 ， 且 上 、n 邦 在 1 中， 所 以 了 完全 属于 第 一 个 超 平面 Tu 
定理 5 若 一 平面 垂直 于 一 个 超 平 面 ， 则 任何 包含 该 平面 的 超 平面 都 委 直 于 已 知 超 单 
面 


此 定理 的 证 明 从 略 。 
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定理 6 车 两 个 相交 的 超 平 面 垂 直 于 一 个 已 知 超 平面 ， 则 它们 的 交 平 面 也 必定 重 直 于 已 


知 超 平面 。 
证 设 垂直 于 已 知 超 平面 T(x = 0) 的 两 个 超 平 面 Ti、Ts 的 方程 分 别 为 
Biy+Cz+Du+E=0 
By+C2z+ Dau+ Es,= 0 
T,、T; 的 交 平 面 4 的 方程 为 
Biyt+CiztDiutEB= 0 


By+C2z+ Dt+Es= 0 
“与 工 的 交 线 ! 的 方程 为 


x=0 
| Biyt+tCz+Du+E=0 
Bey+C2z+ Dut+ EE.= 0 
在 1 上任 一 点 Po 0，yo，zo，t0) 处 ， 人 的 法 线 n 的 方程 为 
= 


2 二 yo 


u 一 to 


代入 a 方程 ， 得 
| Biyo+CizrtDut+BE=0 


Byot+ Czot Dauo t+ Es. = @ 
即 a 包含 的 法 线 n， 因 此 oT。 


第 三 节 多 维 空间 中 的 平行 问题 


一 、 两 空间 的 平行 度 

1， 平 行 的 概念 

从 射影 几何 观点 来 看 ， 所 谓 两 几何 元 素平 行 , 即 它们 相交 于 非 轩 有 元 素 。 直 线 的 非 固有 点 
决定 直线 的 方向 平面 的 非 男 有 直线 决定 平面 的 方位 ， 方 位 的 集合 即 是 三 维 空间 的 非 加 有 平 
面 。 在 三 维 空间 中 , 当 两 直线 的 非 加 有 点 重合 , 即 两 直线 和 非 图 有 平面 相交 于 一 点 时 ， 两 直线 
平行 ， 当 两 平面 的 非 固有 直线 重合 ， 即 两 平面 和 非 加 有 平面 相交 于 同一 直线 时 ， 两 平面 平 
行 ， 当 直线 的 非 固有 点 属于 平面 的 非 因 有 直线 时 ， 直 线 与 平面 平行 。 

依 此 类 推 ， 在 四 维 空间 中 ， 所 有 非 因 有 平面 的 集合 是 四 维 空间 的 无 穷 远 超 平 面 ， 同 样 ， 
任 一 4 维 空间 都 有 一 个 (# -~ 1 ) 维 非 加 有 子 空间 。 若 两 个 (ma - 1》 维 子 空 间 共 有 一 个 
(Ca ~ 2) 维 非 加 有 子 空间 ， 则 两 个 (nm - 1》 维 子 空间 平行 。 在 4 维 空间 中 ， 根 据 不 同情 
况 分 为 完全 平行 和 部 分 平行 ， 可 用 “平行 度 ”? 加 以 区 草 。 

2， 两 空间 的 平行 度 

设 两 空间 的 维 数 分 别 为 了、9 。 当 了 之 9， 且 P+ 4 > rn 时 ， 如 两 空间 相交 为 + 维 的 非 
加 有 子 空间 ， 则 两 空间 平行 ， 其 平行 度 由 为 
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车 两 个 子 空间 的 平行 度 d, = 1 ， 则 称 为 完全 平行 或 全 平行 ， 当 0 <d< 1 时 ， 称 为 部 
分 平行 ， 当 du = 地 时 ， 称 为 半 平 行 。 
定理 在 4 维 空间 中 ,车 一 个 (n - 1 ) 维 子 空间 与 另 一 个 9 维 子 空间 平行 ， 则 两 子 空 
闻 必 定 完全 平行 。 
证 ， 因 S :与 S 的 交 空 间 的 维 数 为 r=nr-1+93-nm=94-1， 其 中 4 和 na- 1， 
故 S"! 与 s+ 的 平行 度 为 


(2-10> 


p= 
9 
设 S? 与 S* 是 S" 中 任意 两 个 平行 的 子 空间 ， 且 了 之 9， 则 S' 与 S* 的 平行 度 如 表 2-5 
和 表 2-6 所 示 。 


表 2-5 当 n- 1 为 偶数 24 时 5 与 1 的 平行 度 <， 


当 r + 工 与 9 是 互 为 素数 时 ， 出 现 部 分 平行 的 空间 的 最 少 维 数 为 29 ~ + 。 如 di = 二 首 


先 出 现在 S* 中 ，d = 二 首先 出 现在 S* 中 。 

和平 面 Sf、S3 无 公共 固有 点 ， 则 它们 在 S* 中 共有 一 非 加 有 直线 ，d,= 1， 在 S' 中 共 
有 一 非 国有 点 ，4， = 地， 在 S* 中 没有 共有 元 素 ，d = 0 ， 即 是 慌 斜 的 。 若 超 平面 83,5: 无 公 
共 加 有 点 ， 则 它们 在 $ 中 共有 一 非 国有 平面 ，d = 1， 在 S* 中 共有 一 非 加 有 直线 ，d = 3 
在 S" 中 共有 一 非 国有 点 ，d = 二 在 8 中 没有 共有 点 ， 几 = 0 ， 即 是 区 斜 的 。 

3， 两 个 平行 超 平面 被 第 三 个 超 平面 所 截 的 裁 口 平行 度 


定理 1 若 S、S: 的 平行 度 为 (7? + 1 )/ 4 ， 它 们 被 S< 所 截 ， 则 截 口 的 平行 度 d, 为 
Ch Tt2r-p-9+1)/(k+r-p), 


甫 2-6 当 ”- 1 为 奇数 2k + 1 时 35? 与 5 的 平行 度 9， 


上 1 
| 


证 ， 因 S*、S* 的 平行 度 为 (r + 1)/9， 则 它们 有 一 个 公共 的 非 固有 的 子 空间 S<， 且 
没有 共 他 有 限 公 共 点 ， 由 于 * = 户 +9 -rr， 即 S、S: 同 包含 于 S" 即 S++" 中 ,在 S?+-" 
中 ，S" 与 S* 相交 于 S*+"!， 与 S' 相交 于 S*+"?。 由 于 SM"! 与 S*+"7? 同 处 在 S* 中 ， 天 此 
它们 的 交 空 间 为 5 St 也 同属 于 St+、S'。 由 前 述 St+、S* 只 有 公共 的 非 加 
有 子 空间 S%， 因 此 S 2 属于 S%， 所 以 SS 与 SS 入 平行， 根据 定义 可 得 其 平行 度 


为 (上 +27 一 了 一 8 了 + 1)/(k+r 一 了)。 分 子 相当 于 式 (2-10) 的 分 子 r + 1， 分 母 相 当 于 
式 (2-10) 芍 分 母 7 。 | 

推论 ， 若 St+、sS' 完全 平行 ， 则 它们 的 截 口 也 必定 完全 平行 。 

证 ， 因 S*、S" 完全 平行 ， 则 (r + 1)/9 =1， 即 r =9 -~ 1， 代 入 截 口 平行 度 公式 即 
得 (k+2r- 户 -2+l)A+r-- 记 )=1， 即 为 完全 平行 。 

定理 2 设 在 S" 中 SS、S 的 交 空 间 为 S', 则 Ss" 中 任意 一 个 S* 与 Sr 的 平行 度 为 (m+ 
1)Mr， Ar， 则 S 与 S、S+ 的 交 空间 也 平行 ， 且 平行 度 为 (m+ 1)/Ck+r-p)》。 

证 ， 因 $ 与 S" 只 有 一 个 公共 的 非 加 有 超 平 面 Sz, 而 没有 有 限 的 公共 点 ,所 以 S*、S?、S* 
也 没有 有 限 的 公共 点 ， 而 只 有 公共 的 S<。 根 据 相 交 公 式 得 知 ， 在 S 中 S* 与 S* 的 交 空 间 
为 S*+"'， 与 S 的 交 空 间 为 S%+"?， 因 为 1 =p+9g~r， p>g， 所 以 hr-p<h+ 
r -~ 2， 由 定义 得 知 ， 两 截 口 的 平行 度 为 (名 + 1)/Ck+r-p?p), 

4， 四 维 空间 中 的 平行 度 

在 四 维 空间 中 ，n =4，n--1 为 表 2-7 ”四维 空 间 中 的 平行 度 


奇数 ， 其 平行 度 见 表 2-7 ( 根 据 表 2-6 得 ”AN ， | ， 
出 )。 , . ee 

由 表 2-7 可 看 出 ， 在 S' 中， 除 两 个 ] | 1 
平面 的 平行 是 半 平 行 外 ， 其 余 骨 为 完全 平 | | | 
行 。 半 平行 的 两 个 平面 只 有 一 个 公共 方 ? | ! 
向 ， 因 此 在 一 个 平面 内 只 有 一 个 方向 的 一 一 一 一 
系列 平行 线 与 另 -平面 内 的 -系列 平行 线 - 


de 


了 8 
平行 。 
在 S: 中 两 平面 的 全 平行 和 半 平 行 的 区 别 如 表 2-8 所 示 。 
甫 2-4 3“ 中 两 平面 全 平行 与 半 平 行 的 区 鞠 


全 平 行 | 半 平 行 
@ 两 平 面 属于 同一 个 超 平面 @@ 两 平 而 不 属于 同一 个 超 平面 
@@ ”西平 面 共有 一 非 固有 直线 @@ ”两 平 面 共 有 一 非 四 有 点 


图 ”一 平面 内 的 每 条 直线 都 可 以 在 另 一 平面 内 找 出 一 组 与 ，@ 在 两 平 而 内 只 能 找 出 一 组 互相 平行 的 直线 
之 平行 的 直线 


二 、 四 维 空间 中 的 平行 直线 和 平行 平面 

定理 1 垂直 于 同一 超 平 面 的 两 条 直线 互相 平行 。 

定理 2 ”垂直 于 两 平行 直线 之 一 的 超 平 面 必 定 生 直 于 另 一 条 直线 。 

显然 ， 上 述 两 定理 是 成 立 的 ， 其 证 明 从 略 。 

定理 3 若 一 超 平 面 与 两 个 平行 平面 之 一 相交 ， 且 不 包含 男 一 平面 ， 则 该 超 平 面 必定 与 
另 一 平面 相交 ， 而 且 两 交 线 互相 平行 。 

证 ， 设 两 平行 平面 w:、xs 的 方程 为 


与 a 相交 的 任 一 超 平面 了 ， 其 方程 为 
Ax+Byt+Cz+DutE=06 
式 中 A:+ B: 半 0 
a 与 的 交 线 4 的 方程 为 
AxX+By+tCz.tDut+E=0 
| = 
因 cz: 不 包含 在 工 中 ， 显 然 ，az 与 工 也 相交 ， 交 线 1 的 方程 为 
AX+ Byi+Czs+ Dut+ E=0 


ZzZ =z, 


由 此 可 以 看 出 ，11 1。 

定理 4 若 一 个 平面 与 两 个 平行 平面 之 一 相交 于 一 点 ， 则 它 与 另 一 个 平面 也 必定 相交 于 
一 点 。 

证 ， 设 两 个 平行 平面 a:/、a; 的 方程 为 


I 
u = Ui 


2 二 了 xz 
2 = Wz 
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任 一 平面 a 的 方程 为 
| AxX+ By+Cz+Du+E= 0 


AsxX+ Bey+Cz+Daut+E,.= 0 
A! B 
车“ 与 o 相交 于 一 点 ， 则 4 2 
2 2 


显然 ， “与 as 也 只 相交 于 一 点 。 
定理 5 与 已 知 平面 绝对 垂直 的 两 个 平面 必定 互相 平行 。 
证 ， 设 已 知 平面 a ， 其 方程 为 
xx 一 0 
17， 


依次 与 c 在 点 PI(0，0，z xD)、P:(0，0，zsy us) 处 绝对 垂直 的 平面 «1、 as 的 
方程 为 


x y 2 一 zl UU- 
1 0 0 0 =0 
0 1 0 0 3 
x > 2 一 Z2 U—us 
1 0 0 0 = 0 
0 1 0 0 3 
即 
| 民 = Zi 
Qs 
WU 二 Wi 
| 2Z 二 2 
Qs 
1 = Uy 
由 此 可 见 ，a1f 4s。 
定理 6 与 两 平行 平面 之 一 绝对 垂直 的 平面 必定 与 另 一 平行 平面 绝对 垂直 。 
证 ， 设 两 平行 平面 a。 、 有 的 方程 为 
z=0 
| 
2 = 0 
| u =u 
设 平面 Y 在 点 PoCxe，yo 0 ，0 ) 处 绝对 垂直 于 a， Y 的 方程 为 
XN 7 了 ~-y z ut 
0 0 1 01=0 
0 0 0 工 由 3 
即 
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由 比 可见 ， 在 点 PCxe，7yo，zo， ko) 处 ，YXP。 

定理 7 车 两 个 平面 分 别 与 两 个 平行 平面 绝对 垂直 ， 则 两 平面 也 必定 互相 平行 ， 分 别 与 
两 个 绝对 牌 直 的 平面 平行 的 两 个 平面 也 必定 绝对 垂直 。 

证 ， 设 两 平行 平面 a,/、0; 的 方程 为 


与 act、a 绝对 垂直 的 平面 ga{、c2 其 方程 应 为 


| X = xi 
=yt 


| 2 =>, 
由 此 可 见 ，ai /as。 
义 设 两 绝对 垂直 的 平面 a 、a’， 其 方程 为 


| z= Zz, 
u = 10 


xX = Xo 


> =yo 
设 51a，p'1a'， 则 有 、p “的 方程 分 别 为 


| 
显然 ，P AP 。 
三 、 四 维 空间 中 直线 、 平 面 、 超 平面 之 向 的 平行 问题 
定理 1 车 一 直线 与 已 知 超 平面 上 一 直线 平行 ， 则 该 直线 必定 与 超 平面 平行 。 车 一 平面 
不 属于 已 知 超 平 面 而 与 超 平面 内 的 一 个 平面 平行 ， 则 该 平面 必定 与 赵 平 面 平 行 。 
证 ， 设 超 平面 了 为 


T 上 一 直线 ! 的 方程 为 


一 一 一 人 一 一 一 
Se 8 

和 和 
ooo. 


平行 于 ! 的 直线 (的 方程 为 
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X= Xi 
| yy =y1 


Zz 


工 的 法 线 方向 亦 1，0，0，0)， 记 的 方向 为 MO0，0，0，1) 因此 站 = 0， 即 
df 工 。 
又 设 超 平面 了 为 
x*=0 
T 中 一 平面 的 方程 为 
x*=0 
1 7 
平行 于 < 的 平面 ci: 的 方程 为 
X= XI 
| = 
的 法 线 方 向 六 1，0，0，0) 与 (1]，0，0，0)、(06，1，0，0 ) 线 性 相关 ， 
后 浊 eV T。 
定理 2 若 直 线 与 超 平 面 平行 ， 则 通过 该 直线 的 任何 平面 与 超 平 面 的 交 线 必定 与 该 直线 
平行 。 
证 ， 设 已 知 超 平面 T 和 直线 ! 的 方程 分 别 为 
x*=0 
=0 
z= 人 0 
设 PoCx6，yo，2o。，44,) 是 直线 上 外 的 任 一 点 ， 过 上 和 Pn 的 平面 a 的 方程 为 
xXx 2 2 wu 
Xo XxX Ye Ze zol= 0 
0 0 0 工 儿 3 
天 


| Zoy— yoz= 0 

yo(x 一 xi) 一 (xxe 一 2%1)7y = 0 

4 与 了 的 交 线 0 的 方程 为 
x=0 
=C 
之 二 Ca: 


式 中 Ci、C: 为 常数 ， 因 此 07/ 1。 

定理 3 若 一 平面 与 超 平面 平行 ， 则 通过 该 平面 的 任何 超 平面 与 已 知 超 平面 的 交 平面 必 
定 与 该 平面 平行 。 

此 定理 的 证 明 与 定理 2 的 证 明 类 似 。 
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定理 4 若 一 直线 与 超 平 面 平 行 ， 则 通过 属于 超 平 面 的 任 一 点 而 与 已 知 直线 平行 的 直线 
完全 属于 该 超 平面 。 
证 ， 设 直线 ! 的 方程 为 


= 
2 = 


x*X=0 


经 过 T 内 一 点 P，(0，yi zi ai) 与 /平行 的 直线 ms 的 方程 为 


xx 一 10 


与 ! 平行 的 超 平 面 T 的 方程 为 


2 二 yi 


ZZ = 1 

由 此 可 见 ，m 属 于 全 。 

定理 5 若 一 平面 与 超 平 面 平行 ， 则 通过 属于 超 平面 的 任 一 点 而 与 已 知 平面 平行 的 平面 
或 直线 完全 属于 该 超 平面 。 

此 定理 的 证 明 与 定理 4 的 证 明 类 似 。 

定理 6 ”垂直 于 同一 直线 的 两 个 超 平面 互相 平行 。 

证 ， 设 已 知 直线 ! 的 方程 为 


旧 
S 


=0 
z 
u 


=0 
与 ! 垂直 的 超 平面 Ti,、T:， 其 方程 分 别 为 


显然 ，T,/ T:。 
定理 7 ”车 两 个 平行 超 平面 之 一 垂直 于 一 直线 ， 则 另 一 超 平面 也 与 该 直线 垂直 。 
证 超 平面 Ti、T: 的 方程 为 

AX+TBIy+Cz+ DUut Er= 0 

Asx*+ Bay+Cz2+ Dut Es= 0 
因 T,/T。 

4 B! C1!_ 也 
外 BD 
与 Ti 垂直 的 直线 ! ， 其 方程 为 
< 一 xo_ 了 > 一 yo_ 2 一 zo_ 2 一 ug 
. Ai B, Ci Di 
由 于 41: As= Bi:Bs=C1:Cs=D1:Do, - 故 ! | 人 Ts。 
定理 8 ”对 不 属于 已 知 超 平面 的 一 点 能 够 且 只 能 作 一 超 平面 平行 于 已 知 超 平面 。 
证 ， 设 已 知 超 平面 了 的 方程 为 x = 0， 不 属于 T 的 上 Po (xo，》o zo，wo)， 过 PP, 作 全 
的 平行 超 平面 T,， 其 方程 为 


1 


La 
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4(x 一 xp)+BGY-?yo0+C(z 一 20) 二 了 (Cu 一 tx) = 0 
因 T,JT， 则 TT 的 法 向 (4，B，C，D) 与 工 的 法 向 (1，0,0，0) 成 比例 ， 故 
B=0，C=0，=10。T: 的 方程 为 ， 4(x 一 wx)=0， 即 x=xo。 由 此 可 见 ，T: 是 叭 
一 存在 的 。 
定理 9 车 一 平面 与 两 平行 超 平 面相 交 ， 或 一 个 超 平 面 与 丙 有 平行 平面 相交 ， 则 所 得 两 交 
线 互相 平行 ， 若 一 个 超 平面 与 两 平行 超 平面 相交 ， 则 所 得 两 交 平 面 互相 平行 。 
证 :已 知 平行 超 平面 T、T， 其 方程 分 别 为 
x=0 
已 知 平面 a 的 方程 为 
AxX+Biy+Ciz+Du+E= 0 
Asx + Bay + C22+ Daut+ Es= 0 
a 与 T、T, 的 交 线 为 4 、1， 其 方程 分 别 为 


x=0 
| BytCz2+DurE:= 
By+Csz+ Du+ E,= 0 


Biyt+tCz2+ Dut+tE;= 0 
By+ C2+ Dau+E;= 0 

显然 ，[ i。 

本 定理 其 他 内 容 也 可 用 类 似 方法 证 明 。 

定理 10 若 过 一 点 而 不 共 面 的 三 条 直线 分 别 平行 于 另外 三 条 过 一 点 而 不 共 面 的 直线 ， 则 
五 束 直线 确定 同一 超 平面 或 平行 的 两 个 超 平 面 。 车 一 直线 与 一 平面 相交 ， 且 分 别 平 行 于 另 一 
相交 直线 和 平面 ， 则 它们 确定 同一 超 平 谓 或 平行 的 两 个 超 平面 。 

证 ， 设 两 点 PCx yz 1)、Pa(X;，》z，22z， U2), 过 每 一 点 的 三 条 直线 都 分 别 平行 
十 (41、Bi、 C1、Di)、i(As，Bz， Cz， Ds) 和 js(A4s，B,，Cs，Ds)。 这 两 束 直 红 确 定 的 
超 平面 分 别 为 


|x—x, YY 人 21: UU 

4 了 Ci D，， 

| 4 B Cs Dp 
As Bs Ca 了 3 

x 一 六 YYys 2-2 Ut,| 
4 B， Ci Di | 
/4 BB; Ce D; 
As Bs, Cs Ds 


展开 上 述 两 式 ， 可 以 看 出 两 式 相应 的 各 项 系数 都 相等 。 因 此 TI/T:， 和 车 P, 遍 于 T,， 则 
T,、Ts 是 同一 超 平 面 。 
当 一 直线 与 一 平面 相交 ， 且 分 别 平行 于 另 一 相交 直线 和 平面 时 ， 可 通过 交点 在 平面 上 取 
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两 条 直线 ， 分 别 平行 于 另 一 平面 上 过 交点 的 两 条 直线 。 


第 四 节 多 维 空间 中 的 距离 与 角度 


一 、 多 维 空间 中 两 个 超 平面 (空间) 的 距离 

多 维 空间 中 两 个 超 平面 的 距离 有 三 种 情况 。 

1。 完 全 平行 的 两 个 超 平 甸 的 距离 

设 两 个 完全 平行 的 空间 S+*、S! 同 处 了 S 生 :空间 中 〈 上 六 4)》， 两 空间 没有 公共 国有 
点 ， 而 且 相 交 于 非 国有 空间 So:。 在 S**! 中 通过 任 一 点 0 有 了 唯一 直线 ! 垂直 于 SS、S 
公 垂 线 /与 S$?、S? 的 交点 为 4、B，AB 即 为 S*、S? 的 距离 。 

在 四 维 空间 中 ， 除 不 共 超 平面 的 两 个 平行 平面 外 ， 所 有 的 平行 问题 都 是 完全 平行 ， 两 平 
行 空间 的 公 重 线 的 真实 长 度 即 为 两 空间 之 间 的 距离 。 

2。 部 分 平行 的 两 空间 的 距离 

设 部 分 平行 的 两 个 空间 S*、S'。 共 处 于 S*+ 呈 中 ， 了 宇 9 且 7 之 I-1 (图 2-11)， 
当 S*+、S* 没有 公共 图 有 点 时 , 则 S+、S? 相交 于 S%， 其 平行 度 为 (7 + 1)/1,S* 和 Ss 确 
定 Se 它 包含 S* 且 完 爹 平行 于 S$，S? 和 S42”! 确定 S17”!， 它 包含 S' 且 完全 平行 
于 Sr。 显然 ，S11*"!、Ss?+9 "1! 完全 平行 。Sy+1!、S2s?t1"! 共 有 SL+?”?， 并 且 无 公 
共 固 有 点 。S? 与 ds 的 绝对 极点 ) 确定 S'+!， 它 与 S22+"! 相交 于 S4 与 S* 相 
交 于 Sa!。 辐 理 ，S' 与 2 zt" 的 绝对 极点 ) 确定 S+45 ， 它 与 Se 人 相交 于 S$%， 
与 S* 相交 于 Si+， 由 于 SI、Ssf 空间 都 包含 S-， 因 此 St:、S: :是 完全 平行 的 。 电 . 
些 可 得 出 结论 : 疝 个 年 平面 卫生 且 有 一 个 非 国有 的 公共 的 ~ 维 空间 ， 则 两 个 超 平 面 各 有 
一 个 唯一 的 《rr + 1 ) 维 超 平 面 ， 这 两 个 (7 + 工 ) 维 超 平 面 是 完全 平行 的 。 

在 四 维 空 间 中 不 属于 同一 超 乎 而 的 两 个 平面 的 平行 为 部 分 平行 〈 平 行 度 为 1/2， 即 半 
平行 )。 部 分 平行 的 两 个 平面 共有 一 个 非 加 有 点 。 在 这 两 个 平面 内 ， 只 有 通过 一 个 非 轩 有 点 
的 直线 才能 相互 平行 。 在 这 些 相互 平行 的 直线 中 ， 有 一 对 直线 间 的 距离 为 最 小 ， 这 就 是 部 分 
平行 的 两 个 平面 闻 的 最 短 距离 。 

如 图 2-12 所 示 ， a 与 «为 部 分 平行 平面 ， 它 们 共有 一 个 非 固有 点 0-，(! 是 上任 一 
直线 ，! 是 ! 在 ,上 的 投影 ，! 、 的 公 垂 线 为 44，s 、s: 为 过 4、41 的 一 对 平行 直 


图 2-11 多 维 空间 中 两 部 分 平行 空间 的 最 短 距离 图 2~-12 四 维 空间 中 两 部 分 平行 平面 的 最 得 距 离 
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线 ， 具 有 一 个 公共 非 因 有 点 0-， s 、s: 即 为 最 小 距离 的 一 对 平行 线 、 也 即 确定 了 “与 “: 间 
的 距离 。 其 理由 是 在 c, 上 任 取 一 点 及 ， 过 忆 作 严 站 s ， 从 了 向 al 作 牌 线 ， 垂 足 为 B， 过 Bi 
作 mV/s 显然 ， 严 与 : 也 是 “与 c: 上 过 非 因 有 点 O- 的 一 对 平行 线 ， 可 以 看 出 ，B8B,> 
<44i。 因 此 在 部 分 平行 的 两 个 平面 之 间 存 在 着 距离 最 小 的 一 对 平行 线 。 与 *,， 它 们 之 闻 的 距 
离 即 为 部 分 平行 的 两 平面 间 的 距离 。 

3。 无 公共 固有 点 和 非 国 有 点 的 两 空间 的 最 短 距 高 

设 S*、S! 为 无 公共 固有 点 和 非 固有 点 的 两 空间 (图 2-13)， 其 平行 度 与 关联 度 均 为 零 。 
S? 与 S' 同 处 在 Sr! 中，S&7!、 与 S47! 分 别 是 它们 的 非 加 有 空间 ， 也 没有 公共 点 ， 并 共 
同 包含 在 S&L” 中。 过 SS? 内 任 一 点 作 S8IJ SI， 过 5S' 内 任 一 点 作 SS81S?， 则 S 与 S2 决定 
S1 人 空间 ， 它 包含 S' 且 完 全 平行 于 Sr。 同 样 ，$S7 与 S2 决定 Sf+! 空间 , 它 包含 S’ 且 完 全 
平行 于 S (图 2-13)。S 和 与 S 的 非 固有 空间 分 别 为 S 人 2 一 !、S82!， 两 者 同时 包含 
S51、S4 因此 都 与 S 刀 重合 。 所 以 Sf! 与 Sf1! 完全 平行 ，S?1' 与 Sft' 之 间 的 距离 决 
定 了 5S? 与 S' 之 间 的 距离 。 

在 四 维 空间 中 ， 两 条 不 共 面 的 直线 以 及 不 共 超 平面 的 直线 和 平面 间 的 距离 就 可 按照 这 种 
情况 确定 。 

如 图 2-14 所 示 ， 直 线 ! 与 平面 4 不 属于 同一 超 平面 ， 两 者 不 相交 ， 从 ! 上 4、B、…… 
各 点 向 平面 a 作 垂 线 ， 其 中 最 短 的 一 条 甜 线 的 长 度 妈 为! 与 < 间 的 距离 。 这 些 垂 线 的 垂 足 
A Bi 即 为 :上 各 点 在 a 上 的 投影 。 作 a 的 绝对 垂直 平面 6,、P、.…… ， 求 出 与 a 的 
交点， 即 得 4、B8、……， 而 这 些 垂 足 的 连 线 即 为 在 上 的 投影 5， 因此 1! 与 a 的 距离 
可 归结 为 上 、 记 两 交叉 直线 间 的 距离 。 


+ Se 
一 一 一 ~ 
| Ss 1 / 
\ / S21 \ 
、 / 
~ | \ 
ee Se-i | 1 
一 。 ~、 
f 3 , \ \ So i 
{ se 有 / 
人 ~ NS 
图 2-13 无 公共 固有 点 和 非 轩 有 图 2-14 四 维 空间 中 不 共 超 平面 的 
点 的 两 空间 的 最 得 距离 直线 与 平面 前 距离 


二 、 多 维 空间 中 两 个 超 平面 〈 空 间 ) 之 间 的 角度 

1。 四 维 空间 中 两 平面 之 间 的 角度 

设 两 平面 a 、8 不 在 同一 超 平面 内 ,因此 两 平面 相交 于 一 点 0 (图 2-15a )。 又 设 c- 和 
月 -分别 为 a 、$B 的 非 固有 直线 。 在 一 般 情 况 下 ，a. 和 8。 不 相交 ，o-、 有 8 的 绝对 极 级 为 
4%、 (图 2-15b)。 著 a 、B 是 实 的 ， 则 ea。 与 c 不 相交 车 4 与 Pi 或 a 与 Bs 相交， 
则 这 两 个 平面 是 半 垂 直 ， 若 4。 与 8 或 与 p- 重合 ， 则 这 两 个 平面 完全 垂直 。 在 -一 般 情 况 
下 ，a-、p-、a<、6. 是 四 条 交叉 直线 。 由 儿 何 学 得 知 ， 可 以 有 两 条 直线 Y<、Y2 与 四 条 交叉 
.直线 相交 ， 因 此 Y-、Y< 可 视 为 与 ac 、 有 6 半 垂 直 的 两 个 平面 y,、Yy* 的 非 加 有 直线 ， 即 Y,、Y。 


和 -Ar ee EE rm ee 
ee me eee em 一 ~ 
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a) b) 


图 2-15 ”四 维 空 间 中 两 平面 之 间 的 角度 


是 a 、B 两 个 公共 季 直 平面 。Y!、Y; 与 a、 的 交 线 形成 两 个 角 ， 即 和 B.041= p91 和 过 B04: 
= 2。FP1、s 即 是 两 平面 a 、 有 的 最 小 角 和 最 大 角 。 

其 证 明 如 下 : 设 OP, 是 a 上 的 任意 直线 ， 过 OP， 的 一 个 任意 平面 交 有 于 0Q:， 过 09， 
前 平面 与 正 交 于 0OPs， 出 此 可 在 B 上 得 到 0Q1:、0Qz、…… 等 一 系列 直 线 。 显 然 , <P,OQ;>> 
“00pP,> 二 P;00:>……， 二 Pi0Qj、 二 P:0Q:、…… 趋 向 于 最 小 的 有 限 值 ， 即 二 40B， 
=9, 同时 也 可 得 到 一 个 最 大 的 有 限 值 , 即 一 4:0B: = pa，pr、gs 即 为 平面 c、 有 6 之 间 夹 角 的 
最 小 值 和 最 大 值 。 若 91 = 0， 则 041 与 0B, 重合 ， 两 平面 相 交 于 直线 ; 车 891=9:= 0， 则 
两 平面 重合 ， 若 91 = 92， 则 两 平面 是 等 斜 的 若 wa=90， 则 两 平面 半 垂 真 : 若 91= 9 
= 90"  ， 则 两 平面 绝对 垂直 。 

2。 多 维 空间 中 两 超 平 面 间 的 角度 

为 了 论述 两 个 超 平面 在 度量 上 的 不 变数 ， 现 举例 说 明 如 下 ; 

(1) 在 S* 中 的 两 直线 1、mw, 当 [与 坟 平 行 时 ， 它 们 之 间 有 一 个 距离 ， 相 交 时 ， 有 一 
个 夹 角 。 

(2) 在 S， 中 的 两 直线 !、m， 有 一 个 最 短 距离 和 一 个 夹 角 。 

(3) 在 S: 中 前 两 平 画 a、h， 当 < 与 相交 时 ， 它 们 之 阅 有 一 个 夹 角 ; 当 平 行 时 ， 
有 一 个 距离 。 

C4) 在 S“ 中 的 两 平面 a 、B 有 两 个 夹 角 。 

(5) 在 Ss 中 的 两 平面 、p8 交叉 ， 它 们 之 间 有 一 个 距离 和 两 个 夹 角 。 

由 此 类 推 ， 在 S2 内 的 两 个 超 平 面 S4+、S 有 一 公共 点 ， 则 有 2 了 个 不 变量 ， 即 全 部 为 人 
个 夹 角 ， 如 在 S*T! 内 的 两 个 超 平面 Sf、Sf 没有 公共 点 ， 则 有 2 + 1 个 不 变量， 即 有 了 个 
夹 角 和 一 个 距离 , 以 上 称 为 两 个 超 平面 在 度量 上 的 不 变量 。 对 于 两 空 间 S*、S' 不 同 的 相交 情 
况 讨 论 如 下 : 

C1》 如 两 空间 S+、S' (了 之 9)〉 的 交 空 间 为 SI (图 2-16)， 两 空 间 处 在 SS 和: 中 ， 
如 SS 不 单纯 是 个 点 ， 则 过 S'' 上 的 任 一 点 可 作 与 之 绝对 垂直 的 空间 Sr 。S? 9 分 
别 与 S's、S? 相交 于 S 和 SS 与 SS 之 间 的 夹 角 即 为 S5、S? 之 间 的 夹 角 (图 2- 
16 a )。 为 求 S' 与 S*"! 之 辣 庙 夹 角 ， 在 S*' 中 必定 有 了 歇 一 的 S* ?绝对 垂直 于 S'， 并 
有 唯一 的 直线 ! 垂直 于 S'”， 则 S' 与 /的 夹 角 即 为 S' 与 Sf "的 夹 角 (图 216 bb )。 

《2) 如 两 空间 S*+、Ss (了 >>4《) 的 交 空 间 为 S*， 即 相交 为 一 点,S*?、S* 位 于 S?+’ 中- 
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(图 2-17)。 过 5S’ 中 的 一 些 点 4、B、…*… 作 S? 的 得 线 ， 其 垂 足 4,/、B.…… 的 集合 为 Si 


2S2 包含 S' 和 S8， 过 Si 中 的 每 一 点 
作 S” 的 垂 线 ， 这 些 垂 线 在 S 生 5 中 的 
集合 即 为 S?， 因 此 ， 当 已 知 S'、S$ 
时 即 可 确定 St。 根 据 确定 不 变量 的 
规则 ，S" 与 SI 之 间 有 9 个 角 ， 记 即 
Sr+、S’ 之 间 有 94 个 角 (图 2-17 a )。 

求 ? 个 角 的 步骤 如 下 (图 2- 
17 b ); 


> 3 


SS 


SA+1 


1》 作 一 平面 P,0Q: 垂 直 于 S/、 ” 5) 
S 该 平面 与 S*、S!' 分 别 相交 于 OP ， 
和 和 OQ1, 则 达 P10Q1= 6， 是 S* 利 AS 图 2-16 两 空间 相交 角度 情况 之 一 的 求法 


之 间 的 第 一 个 最 小 夹 角 。 


2 ) 在 S* 中 有 唯一 的 Ss7! 上 OP， 在 S* 中 有 唯一 的 S'!. 001。 作 平 面 PoOn: 午 


直 于 S*! 和 S'!， 人 Ps0Qs。=9, 即 是 S'-! 和 S"! 之 间 的 一 个 夹 角 。 现 证 明 9 也 是 S*、S 


之 间 的 第 二 个 最 小 夹 角 。 


图 2-17 两 空间 相交 角度 情况 之 二 的 求法 


因为 PJOP, 属 于 S:，P,0Q1: 上 SS?， 所 以 P10Q!LP10P;。 又 因为 $f"! OP,， 所 以 
OP: 上 0P,， 由 三 维 几 何 中 的 垂直 定理 可 得 OP:LPioQi。 同 桩 可 得 00:LPioQ， 所 以 
P:0Q:YPi0Q:。 已 知 P:00:1 SP20Q0: OP 所 以 P20Q0: 上 SS? 同样 可 得 P.00: 上 S? 
因此 6: 是 S!、S’ 之 间 的 第 二 个 最 小 夹 角 。 

3 ) 继续 上 述 过 程 ， 当 得 到 (9 - 1) 个 夹 角 后 ， 在 S* 中 有 空间 S*7 ,在 S$ 中 有 
直线 !/， 于 是 S++! 与 /之 间 夹 角 为 St+、S' 之 间 的 第 ? 个 最 小 夹 角 。 

(3) 如 两 空间 S+、S* 的 交 空 间 为 S (2>1>r )，S?*、Ss、S' 均 包含 于 8 生生 中 

(图 2-18)。 设 SI 是 S' 在 S* 上 的 正 投影 则 S53 与 S' 的 交 空间 为 S"。 于 是 S''、S8' 互 

相 垂 直 且 相交 于 一 点 ， 它 们 确定 空间 3 27， 即 两 个 S 于 在 S*“m? 中 相交 于 一 点 ， 根 据 上 
述 原则 可 得 (9 一 + )》 个 夹 角 (图 2-18 a ))。 


1 
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图 2-18 两 空间 相交 角度 情况 之 三 的 求法 


(9 -了 ) 个 夹 角 的 求法 如 下 (图 2-18b )， 过 S"' 内 任 一 点 0 有 瞧 一 的 SS 
且 S 和 7 与 St+、S' 分 别 相交 于 St "、S'“"、S?”"、S”' 相交 于 一 点 。S! 与 S 之 间 的 来 角 
可 以 用 S*" 和 S"' 之 间 的 夹 角 来 表示 。 因 为 >9 ,所 以 在 S* 和 SS 之 则 有 《2 一 了 ) 
个 夹 角 ， 其 求解 步 又 与 图 2-17 所 示 相 同 。 


第 三 章 ”多 维 空间 中 的 投影 
第 一 节 ”多维 空间 中 的 中 心 投影 与 平行 投影 


一 、 多 维 空间 中 的 中 心 投 影 

在 = 维 空间 ,S" 中 ， 取 点 C 作 为 投影 中 心 ，4 为 任意 点 ， 将 4 点 投射 到 投影 超 平面 S? 上 
(图 3-1)。 为 了 使 4 在 S* 上 的 投影 仍 为 一 点 41(， 则 必须 过 4 作 一 投射 空间 S”*， 由 于 
S" ?包含 4 点 ， 因 此 投影 中 心 C 应 为 5S”“'!。 如 投影 中 心 为 点 S'， 则 投射 空间 为 S$:， 投 影 
超 平 面 应 为 S :。 又 姐 将 4 点 投影 到 二 维 投影 面 S 上， 即 
了 = 2 , 则 投影 中 心 应 为 SS 一 。 

在 四 维 空间 中 ， 如 果 投 影 中 心 为 点 ， 则 投影 空间 为 
S'， 投 影 超 平 面 应 为 S"， 即 将 四 维 空间 中 的 4 点 投影 到 
三 维 空间 ( 超 平面 ) 上 ， 而 不 能 直接 投影 到 投影 平面 上 。 
如 果 投 影 中 心 为 直线 S'， 则 投射 空间 为 S*， 它 与 投影 平 
面 的 交点 为 S"， 即 点 的 投影 仍 为 点 。 

在 四 维 空间 中 ， 投 影 中 心 为 点 或 直线 的 中 心 投影 分 别 
称 为 四 维 点 中 心 投影 或 四 维 线 中 心 投 影 ， 其 具体 作 图 方法 
见 第 四 章 第 六 节 和 第 七 节 。 油 3-1 多 维 空 间 中 的 中 心 投影 

二 、 多 维 空间 中 的 平行 投影 

当 投 影 中心 C 是 非 固 有 元 素 时 ， 其 投影 为 平行 投影 ， 不 同 点 的 投影 所 形成 的 投射 空间 是 
全 平行 的 。 由 于 投影 中 心 是 非 固有 的 ， 因 此 在 维 空间 中 非 因 有 元 素 的 投影 即 为 非 图 有 元 素 
本 身 。 例 如 两 空间 S*、S?* 是 平行 的 ， 其 平行 度 为 《r + 1) /4 ， 由 于 两 空间 在 无 穷 远 处 的 
交 为 S$， 它 们 没有 公共 的 固有 点 ， 因 此 它们 的 投影 也 是 平行 的 ,平行 度 也 为 (r+ + 1) /9。 
即 超 平行 体 的 投影 仍 为 超 平行 体 。 

三 、 多 维 空间 中 的 正 投影 

正 投 影 是 平行 投影 的 特殊 情形 。 这 时 ， 非 固有 的 投影 中 心 S< “上 是 投影 超 平面 5S* 的 绝 
对 极 。 点 投影 时 形成 的 投影 空间 8 “绝对 对 直 于 投影 超 平面 S*， 因 此 投影 空间 也 是 全 平行 
的 。 如 在 平行 投影 中 一 样 ， 超 平行 体 的 正 投 影 仍 为 超 平行 体 。 

四 、 投 影 中 的 降 维 原则 

前 而 已 叙述 ， 在 四 维 空间 中 ， 如 果 投 影 中 心 为 点 ， 则 投影 时 必须 先 将 几何 元 素 投影 到 超 
平面 S 中 ， 然 后 将 S 中 的 投影 再 次 投影 到 投影 面 S* 上 ， 这 样 就 可 将 几 何 元 素 的 图 象 表达 
在 平面 上 上。 将 此 原理 推广 到 维 空 间 中 ， 人 也 即 在 = 维 空间 中 ， 如 投影 中 心 为 点 ， 必 须 将 几何 
元 素 首先 投影 到 一 1 维 空间 中 ， 然 后 再 投影 到 w -2 空间 , 依 此 类 推 , 一 直 投 影 到 二 维 投影 
面 S 上。 由 此 可 见 ， 在 投影 过 程 中 必须 遵守 “ 降 维 原则 ”。 如 果 投 影 中心 为 直 线 ， 则 同样 
应 首先 将 几何 元 素 投影 到 * - 2 维 空间 ， 然 后 再 投影 到 n - 3 维 空间 ， 依 此 类 推 ， 一 直 投影 
到 Ss* 上。 
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第 二 节 四维 空间 中 的 轴 测 投影 


一 、 四 维 空间 坐标 体系 在 三 维 轴 测 空间 中 的 投影 

如 图 3-2 所 示 为 四 维 空间 中 四 根 互相 垂直 的 轴 组 成 的 坐标 体系 0-xyzu。 若 向 三 维 轴 测 
空间 人 进行 正 投影 ， 投 影 方向 为 00!， 得 三 维 投影 0i-xiyizia 0-xyz 与 工 的 交 平 面 为 上 。 
出 于 m 轴 与 + 属于 同一 个 三 维 空间 个 ， 因 此 2 审 与 平面 必 定 相交， 其 交点 为 41。 过 4 
作 44A0OO，4B 如 轴 。 由 于 2 LO~xyz (FE4)， 所 以 41B1 上 54。 因 0014LT， 所 以 4 ,14 
TT。 又 tu 上 ,所 以 xu 平面 绝对 垂直 于 + 。 因 wu 轴 又 属于 下 ， 所 以 wu 上 +。 由 此 可 得 以 
下 几何 性 质 ， 在 四 维 空间 中 ， 任 一 坐标 输 在 轴 测 空间 个 中 的 正 投影 与 不 属于 此 轴 的 三 维 坐 标 
空间 与 轴 测 空间 的 相交 平面 垂直 。 

二 、 变 形 系数 

首先 分 析 各 坐标 轴 的 变形 系数 。 如 网 3-3 所 示 ， 设 ww、 有 6 、Y、6 分 别 为 各 溪 标 轴 与 其 
投影 的 夹 角 ，"、p8、Yi、 5 为 相应 的 余 角 ， 根 据 四 维 空间 的 方向 余弦 的 性 质 可 得 ， 


图 3-2 四 维 空间 坐标 体系 的 轴 测 投影 图 3-3 轴 向 变形 系数 
cos2ai+ cos2 有 ,+ cos2y ,+cos26 = 1 
在 正 等 轴 测 投影 中 ，a,= P=Y1=5,， 所 以 
4cos*al= 1 
出 此 可 得 
4cos:a= 3 
即 
cosa V3 
2 


其 次 分 析 各 坐标 轴 的 轴 间 角 。 任 取 两 坐标 轴 ， 如 图 3-3 中 的 》、z 名，yz 坐标 面 与 轴 
测 空 间 人 相交 于 直线 48， 因 一 70z =90"，04=0B= 1, 因 此 在 直角 三 角形 408 中 48 
= 2,014=0,B=V 3/2, Lyi0121=109° 28’167, 

三 、 三 维 正 等 轴 测 投影 在 二 维 轴 测 面 上 的 正 投影 

为 了 使 于 作 图 及 计算 ， 应 尽 可 能 使 轴 向 变形 系数 相等 。 如 取 四 个 轴 向 变形 系数 相等 ， 可 


Si1 


将 三 维 正 等 轴 测 投影 喷 于 一 正方 体 中 《〈 图 3-4)， 疝 一 个 侧面 (x 面 ) 进行 正 投影 ， 则 0, 一 
xiyiziui 在 zx 面 上 的 投影 为 0, 一 xayszauao 可 以 看 出 ,其 中 xs 轴 与 us 办 ,ys 轴 与 z。 轴 分 别 重 
合 ， 因 此 图 形 雹 直观 性 。 

又 如 取 三 个 轴 向 变形 系数 相等 ， 可 将 三 维 等 轴 测 投影 置 于 一 正四 面体 中 (图 3-5)。 这 
时 如 取 轴 测 投影 面 x 与 z: 轴 迁 直 ， 则 x!,、y1、wWi 轴 的 变形 系数 相等， 但 z: 轴 为 一 点 ， 图 
形 也 无 直观 性 。《 


个 


Xl Coe 
z1(2z2) 一 
图 3-4 ”四 个 轴 向 变形 系数 相 图 3-5 ”三 个 篇 向 变形 系数 
等 的 情况 相等 的 情况 

因此 ， 最 佳 方案 就 是 取 两 轴 的 变形 系数 相等 ， 即 将 三 维 正 轴 测 投影 按 正 二 测 投影 的 要 求 
投影 到 二 维 平面 上 ， 这 时 得 到 的 二 维 平面 图 形 称 为 四 维 
正二 等 轴 测 投影 。 

正二 等 轴 测 投影 有 多 种 方案 ， 经 过 分 析 比 较 ， 图 
3-6 所 示 为 最 佳 方案 。 其 中 ,确定 4 轴 的 方向 为 
=45"， 另外 两 个 轴 间 角 分 别 为 tg 19.1916" 一 77/ 
20，tg21.4251s~ 7 /13。 作 加 时 以 两 直角 边 之 比 为 7/ 
20 和 7/18 作出 》 轴 和 x 轴 ，z 轴 呈 铅 垂 线 位 置 。 各 轴 
变形 系数 ，x 轴 为 /2，》 轴 为 1， z 轴 为 1，4 轴 
为 2/ 3 。 以 上 数据 的 误 差 都 在 0.5% 左 右 ， 故 精确 度 图 3-6 四维 正 二 等 轴 测 投影 的 轴 
较 高 。 间 角 与 变形 系数 


第 三 节 ”四维 空 间 中 的 正 投影 


一 、 投 影 过 程 

如 图 3-7 所 示 为 四 维 空间 的 坐标 体系 0-*yzz， 其 中 任意 三 条 坐标 轴 组 成 一 个 投影 空 
间 ， 即 原来 的 四 个 坐标 空间 成 为 四 个 投影 空间 ， 六 个 坐标 面 成 为 六 个 投影 面 。 如 已 知 空间 点 
4 作出 4 点 在 投影 空间 Zi zz、 25s、54 中 的 投影 , 即 得 四 个 超 投 影 ( 4 ) 4, 4)2、( 4)ss CA) 
然后 从 超 投 影 向 组 成 该 投影 空间 的 三 个 投影 面 作 投射 线 。 投 射线 与 投影 面 的 交点 即 为 四 维 空 
间 点 在 二 维 投影 面 上 的 投影 ， 由 此 得 到 六 个 投影 41/，、A4s。、4s、A,、4;、4o。 可 以 看 出 ， 几 
何 元 素 投影 时 应 用 “ 降 维 ”原则 。 

二 、 投 影 面 的 展开 方法 

为 了 使 二 维 投影 重合 在 则 -- 投 影 面 上 ， 投 影 面 的 展开 过 程 也 必须 应 用 “ 降 维 ”原则 。 现 
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取 2,、Z。、z: 三 个 投影 空间 及 点 在 其 中 的 投影 加 以 讨论 (图 3-8 a )。 


先 将 其 中 两 个 投影 空间 (如 5,、5。》 绕 4 轴 旋 转 
至 与 zs 重合 (图 3-8 b ), 这 时 超 投影 (4),、 (4) 
如 同 三 维 空间 中 的 点 一 样 。 然 后 将 投影 面 x, 三 rs 再 
次 绕 投影 轴 4 旋转， 使 三 个 投影 面 +*1、X,、z， 均 重合 
在 一 起 (图 3-8c )， 去 掉 投影 面 的 面 框 ， 即 得 点 4 的 
三 面 投影 图 (图 3-8 d )。515。5s 表 示 三 个 空间 重合 。 

图 3-9 为 点 的 六 面 投影 图 。 在 同一 投影 线 上 的 三 
个 投影 都 可 以 用 来 表示 一 个 四 维 空间 中 的 点 ， 其 中 与 
投影 轴 成 45 的 斜 线 为 投影 连 系 线 。 如 以 41、 4:, 4 表 
示 点 4，、 这 时 ， 三 个 投影 的 连 线 与 # 轴 垂 直 ， 该 投影 
轴 又 称 为 基线 RL (Reference line); 如 以 一 组 投影 
A1、4A44、4s 表示 点 4， 则 x 轴 作 为 基线 ， 基 线 呈 水 平 


图 3-7 四 维 空间 中 的 正 投影 


线 的 称 为 水 平 基 线 (HRL)， 呈 垂直 线 的 称 为 垂直 基线 (VRL)。 通 常 ，RL 是 指 水 平 基 


线 。 


c) 


b} 


在 


Zi Zz Es 


As 


d) 


图 3-8 ”四维 空间 中 点 的 投影 图 的 形成 


三 、 四 维 空间 中 点 的 投影 与 坐标 


由 图 3-7 得 知 ， 四 维 空间 中 点 4 到 投影 空间 5,/、5,、5，、5, 的 距离 即 为 4 在 四 维 空 往 


5 地 


坐标 体系 中 的 相应 坐标 值 ， 可 以 看 出 
xa= A(A)i= (A)As = (A) .A= (4)448 
ya= A(A)s = (A) 4 = (A)sAl= (A)As 
zi= A(A)s= (A)1As = (A),.A, = (A),A, 
usa= A(A)s=(A)1A= (A),As =( A) A, 

由 此 可 知 ， 超 投影 可 由 下 列 坐 标 值 决 定 ， 

《A): 由 yj、z4、a4 决定 

《A)，。 由 XxX4、24、*4 决定 ， 

《4) 由 x4、y4、24 决定 ， 

《4A4)，。， 由 x4、》4、?4 决定 。 

同样 ， 二 维 投影 出 下 列 坐 标 值 决 定 ， 

A1 由 x1、 决定 ， 

A 由 y4、2a5 决定 
A， 由 zi、2a4 决定 ， 
At 由 x4、y4 决定 3 
45 由 xi、z4 决 定 ! 
A 由 yi、z4 决 定 。 

在 六 面 投影 图 上 ， 为 了 表示 坐标 值 的 正 负 兽 ， 规 定 在 本 平 基线 以 上 的 为 正 ， 以 下 的 为 : 
负 : 在 垂直 基线 以 左 的 为 正 ， 以 右 的 为 负 。 项 
图 3-9 中 的 x4、* 为 正 ，y4、z4 为 负 。 

四 、 胞 维 空 间 中 点 的 投影 规律 

从 图 3-9 中 可 得 出 点 的 投影 规律 如 下 ， 

(1) 在 四 维 空间 中 ， 点 在 过 同一 投影 轴 
的 三 个 投影 夯 上 的 投影 的 连 线 垂 直 于 该 投影 轴 

(基线 )。 

如 A1:、A:、4: 的 连 线 季 直 于 1 办，.4; 、 
As、4。 的 连 线 垂直 于 z 轴 ，A;:、A:、Ae 的 连 
线 季 直 于 > 轴 ，4:、44、4 的 连 线 硬 直 于 x* 
辐 。 

(2) 4 到 = 轴 (水 平 基线 的 距离 反映 
点 4 到 Di 的 距离 ， 妈 点 4 的 x 坐标 。4: 到 a 
轴 的 距离 反映 点 4 到 5 的 雁 敲 ， 嗓 点 4 的 7》 兴 标 。A; 到 4 轴 的 距离 反 肌 点 4 到 的 距离 
凤 点 4 的 z* 坐 标 。4、4s、 如 的 连 线 与 x 胃 (垂直 基线 的 距离 反映 点 4 到 2 的 距离 ， 
即 点 4 的 :坐标 。 

《3) 44 到 ?7 轴 的 距离 等 于 4 到 z 轴 的 距离 ， 等 于 4, 到 * 轴 的 距离 ， 4 到 * 轴 的 距离 
等 于 4 到 = 轴 的 距离 ， 等 于 4 到 4 轴 的 距离 ，As 到 * 轴 的 距离 等 于 46 到 轴 的 距离 ， 等 于 
4 到 > 轴 的 距离 。 


图 3-9 由 维 空间 中 点 的 六 面 投影 图 


第 二 篇 ” 索 日 体系 中 的 
多 维 画 法 几何 学 
第 四 章 ”几何 元 素 的 图 示 法 


从 答 三 但 得 知 ， 在 四 维 空间 中 的 几何 元 素 一 般 用 处 于 同一 投影 连 线 上 的 三 个 二 维 投 影 来 
措 壕 ， 六 此 在 半 维 空间 中 的 几何 元 素 用 ” -1 个 二 维 投影 来 描述 。 本 章 主要 讨论 四 维 空间 中 
几何 元 素 的 图 示 法 ， 这 些 几 何 元 业 是 点 、 直 线 、 平 面 和 超 平 画 (三 维 空 间 )。 


第 一 节 ”四 维 空间 中 点 的 图 示 法 


一 、 一 般 位 置 点 的 投影 
如 已 知 四 维 空间 中 点 4 的 坐标 “x4、》4、z4、*4), 其 投影 图 的 作 图 步骤 如 下 (图 4-1); 
C1) 在 基线 RL 上 从 原点 0 取 坐 标 值 ay (ay 为 正 值 )， 得 点 4o。 
(2) 从 如 作 了 RE 的 垂直 线 ， 即 投影 连 线 ， 在 其 上 了 下 坐标 值 xf 〈x4 为 正 值 )， 所 得 点 
4 即 为 4 在 :上 的 投影 。 
(3) 同样 ， 在 同一 投影 连 线 上 取 y4、z4( 均 为 负 秆 )， 所 得 点 4s、A4a 即 为 4 在 x:、 
xs 上 的 投影 。 
参照 第 三 章 第 三 节 所 述 的 投影 规律 可 作 
出 点 4 在 xi、rs、Fe 上 的 投影 。 
二 、 特 殊 位 置 点 的 投影 
1。 位 于 某 一 投影 空间 中 的 点 的 投影 
当 点 位 于 某 一 投影 空间 中 时 ， 该 点 到 投 
影 空间 的 距离 为 零 ， 即 其 相 应 的 坐标 值 为 
零 ， 该 点 的 一 个 投影 在 相应 的 投影 轴 上 。 图 4-1 四 维 空间 中 点 的 投影 图 
图 4-2a 、b、c 分 别 为 在 投影 空间 5, 、 - 


zs、 中 的 三 点 4、B、C 的 投影 图。 其 “ " 
相应 的 坐标 值 x4、y。、z。 为 零 ， 因 此 ， 投 影 一 
4i、B2、Cs 分 别 在 xz 轴 上 ( 即 RL 上 )。 

2。 位 于 某 一 投影 面 上 的 点 的 投影 本 ss 


当 点 位 于 某 一 投影 面 上 ， 即 该 点 位 于 两 a) py c) 
个 投影 空间 相交 的 投影 面 上 时 ， 该 点 到 这 两 图 4-2 位 于 某 一 授 影 空间 中 的 点 的 投影 
个 投影 空间 的 距离 为 零 ， 它 的 两 个 投影 在 相应 的 投影 轴 上 。 

如 图 4-3a 、b、5。 分别 为 在 投影 面 !、x，,、Xx，。 上 的 三 点 4、B，、 c 的 投影 图 。 其 相应 的 
坐标 值 y 4 和 z4、xs 和 zs、xc 和 yc 为 零 ， 因此 4 和 和 As、Bi1 和 和 Bs、C1 和 C; 分 别 位 于 xu 轴 . 
上 。 


3， 位 于 某 一 投影 轴 上 的 点 的 投影 

当 点 位 于 某 一 投影 轴 上 ， 即 该 点 位 于 三 个 投影 空间 相交 的 投影 轴 上 上 时， 点 到 这 三 个 投影 
空间 的 距离 为 零 ， 该 点 的 三 个 投影 在 相应 的 投影 轴 上 。 

图 4-4 为 位 于 轴 上 的 点 4 的 投影 图 。 其 相应 的 坐标 值 *。、y4、z4 为 零 ， 因 此 投影 - 
A!、4:、.4s 均 重 合 且 位 于 4 办 上 。 


图 4-3 位 于 某 一 投影 面 上 的 点 的 投影 图 4-4 位 于 某 一 投影 轴 上 的 点 的 投影 


4 与 投影 空间 等 距离 的 点 的 投影 
(1 ) 与 两 个 投影 空间 等 距离 的 点 的 投影 ， 该 点 必定 位 于 两 投影 空间 的 超 两 面 角 的 等 分 
空间 中 ， 它 的 两 个 坐标 相等 ， 即 点 的 两 个 投影 与 RL 的 距离 相等 。 若 坐标 值 同 号 ， 则 两 个 投 
影 重合 ， 若 异 号 ， 则 两 个 投 影 对 称 分布 于 RL 的 两 侧 。 如 图 4-5 a 为 与 2。、5 两 投影 空间 . 
等 距离 的 点 4 的 投影 图 ， 其 坐标 
值 均 为 正 值 , 即 y4 = zs 因此 4;、 
As 两 个 投影 重合 且 均 在 RL 的 


、 2 A1AzA3 Bibks 
上 方 。 图 4-5b 为 与 Pi、 5 两 投 2 
影 空间 等 距离 的 点 的 投影 图 其。 一 一些 Me ~ 兰 全 - 
坐标 值 为 异 导 ， 即 xs= - zs， 因 4 ， 
此 了 B,。, 两 个 投影 对 称 分 布 在 a » 0) 
RL 的 两 侧 。 图 4-5 与 两 个 投影 空间 等 距 ”图 4-6 与 三 个 投影 空间 等 
《 2) 与 三 个 投影 空间 等 距 离 的 点 的 投影 距离 的 点 的 投 影 


离 的 点 的 投影 ， 该 点 必定 位 于 三 个 投影 空间 的 两 等 分 空间 的 交 平面 上 ， 它 的 三 个 坐标 相等 ， 
基点 的 三 个 投影 与 RL 的 距离 相等 ， 若 坐标 值 都 是 同 号 ， 则 三 个 投影 重合 ， 若 其 中 有 一 个 异 
号 ， 则 对 称 分 布 在 RL 的 两 侧 。 如 图 4-6a 、b 分 别 为 与 5,/、Z。、Zs 三 个 投影 空间 等 距离 
的 点 4 和 点 了 的 投影 图 。 点 4 的 三 个 坐标 值 均 为 正 值 ， 即 x4 = yj4=z4， 因 此 41、As、4s. 
三 个 投影 重合 ， 并 位 于 RL 的 上 方 。 点 8 的 ys 为 负 值 ，xs、zs 为 正 值 ， 即 xs = 一 ys = za 
因此 B,、Bs 重 合 ， 并 位 于 RL 的 上 方 ，B: 在 RL 的 下 方 。 


第 二 节 ”四 维 空间 中 直线 的 图 示 法 


一 、 直 线 的 投影 
位 于 四 维 室 间 中 的 直线 由 该 直线 上 的 两 点 所 确定 。 作 出 两 个 点 的 投影 ， 然 后 连接 两 点 的 : 
同 面 投影 即 得 直线 的 各 个 投影 。 如 图 4-7 所 示 为 四 维 空间 中 的 直线 1 的 投影 图 。4、B 为 
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! 上 的 两 点 ， 则 连 线 41B:、A,Bs。、A3Bs 即 为 直线 ! 的 投影 (1,、(,、 !s。 若 点 属 于 一 直线 ， 
虽 点 的 各 个 投影 在 直线 的 各 个 同 面 投 影 上 。 如 图 4-7 所 示 点 C 在 1 上 ， 则 点 C 的 各 个 投影 
Ci、C:、Cs 分 别 在 直线 ! 的 每 个 投影 6、4、4 上 。 上 反之 亦 然 。 

二 、 直 线 的 迹 点 

直线 与 各 个 投影 空间 的 交点 称 为 直线 的 空 迹 点 。 直 线 的 空 迹 点 既 在 所 给 直线 上 ， 又 在 相 
应 的 投影 空间 中 , 因此 其 投影 , 既 具 有 点 在 直线 上 的 投影 性 质 又 具有 点 在 投影 空间 中 的 投影 性 
质 。 

如 图 4-7 所 示 ， 直 线 / 在 投影 空间 5;、22:、zZ 中 的 空 迹 点 为 M、N、S。 显 然 ， 它们 
的 坐标 分 别 为 xw= 0，yw= 0，zs= 0， 因 此 其 相应 的 投影 Mi、Ns、Ss 在 RL 上。 其 作 
图 方法 如 下 ， 如 作 叶 点 ， 可 先 求 出 二 与 RL 的 交点 M:， 从 MM 作 投 影 连 线 与 2、4 相交 ， 
即 得 投影 M:、M;。 空 迹 点 N、S 的 作法 与 点 M 相 类 似 ， 这 时 /与 RL 的 交点 为 Ns，，/, 与 
下 L 的 交点 为 S,。 

图 4-8 所 示 为 直线 1! 上 的 M、N、S 以 及 在 2 中 的 迹 点 R 的 六 面 投影 图 。 


图 4-7 ”直线 的 投影 图 图 4-8 ”直线 的 空 迹 点 


直线 在 投影 面 上 的 迹 点 称 为 直线 的 面 迹 点 。 直 线 的 面 迹 点 一 般 不 存在 。 这 是 因为 ， 在 四 
锥 空间 中 ， 在 一 般 铺 况 下 直线 与 平面 不 相交 。 但 在 特殊 
情况 下 是 存在 的 ， 如 图 4-9 所 示 直 线 m 上 的 点 已 即 为 直 
线 在 <, 上 的 面 迹 点 。 

三 、 直 线 上 与 两 投影 空间 等 距离 的 点 的 投影 

直线 上 的 点 到 两 投影 空间 的 距离 相等 ， 即 该 点 既 在 
直线 上 又 在 两 投影 空间 的 等 分 空间 中 ， 因 此 其 投影 既 
具有 点 在 直线 上 的 投影 性 质 ， 又 具有 点 在 两 投影 空间 的 
等 分 空间 中 的 投影 性 质 。 图 4-9 直线 的 面 迹 点 

在 一 条 直线 上 符合 以 上 条 件 的 点 共有 六 个 : 

《1 ) 三 仿 点 的 两 个 投影 重合 在 RL 的 一 侧 ， 如 图 4-10a 所 示 ， 点 DD 在 1 上 , 且 与 它 、 
z: 等 距离 ， 点 在 1! 上 ， 且 与 3;、z 等 中 高 ， 点 在 1! 上 ， 且 与 5。、5s 等 距离 。 

(2) 三 个 点 的 两 个 投影 对 称 分 布 在 RL 的 两 侧 ， 如 图 4-10b 所 示 ， 点 也 在 1 上 ， 且 与 
1\ 工 : 等 距离 ， 点 GC 在 1 上 ， 且 与 51,5; 等 距离 ;点 太 在 /上 , 且 与 。、5, 等 距离 。 作 图 时 可 先 
作出 /与 RIL 的 交点 1， 然后 过 1 点 作对 称 于 RL 的 /的 对 称 线 ， 后 者 与 4 相交 于 矿 ,， 与 相交 
于 Ks。 辐 理 , 可 求 出 4 与 RL 的 交点 2， 过 2 作对 称 于 RL 的 4 的 对 称 线 , 后 者 与 5 相交 于 G 点。 
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图 4-10 直线 上 与 两 投影 空间 等 上 距 离 的 点 的 投影 


根据 五 ,、K，。、G 可 作出 其 他 投影 H。、 丘 ,、K;、Ks 和 Gs,、G， 。 

四 、 特 殊 位 置 直线 的 投影 

由 第 一 章 第 五 节 得 知 ， 四 维 空间 中 的 特殊 位 置 直线 共有 三 种 ， 即 空 平行 线 、 面 平行 线 和 和 
. 轴 平 行 线 。 下 面 分 别 说 明 其 投影 特性 。 

1， 空 平行 线 的 投影 

室 平 行 线 平 行 于 一 个 投影 空间 ， 即 在 空 平 行 线 上 的 各 点 与 该 投影 空间 的 距离 都 相等 。 央 
此 直线 的 一 个 投影 平行 于 相应 的 投影 轴 (或 基线 )。 如 图 4-11 所 示 ， 为 平行 于 5, 的 直线 /的 
六 面 投影 图 。 ! 在 zi、zi、xs 上 的 投影 、4、4 均 平行 于 HRL，/! 在 2 中 的 超 投影 ( ! ), 反 
映 实 长 ， 但 《 ! ), 可 由 /,、/s 决 定 ， 因 此 线段 ! 的 实 长 可 按 三 维 画 法 几何 中 的 “直角 三 角形 方 
法 ? 求 出 。 

图 4-12 所 示 为 位 于 投影 空间 Es 中 的 直线 ! 的 六 面 投影 图 .因为 = 0 ,所 以 /4 与 RL 重 
- 合 ，4 与 YRL 重 合 。 


图 4-11 平行 于 二 空间 的 直线 的 六 面 投影 图 图 4-12 位 于 Za 空间 的 直线 的 六 面 投影 图 

2。 面 平行 线 的 投影 

面 平 行 线 平 行 于 一 个 投影 而 ， 即 平行 于 两 个 投影 空间 ， 也 嗓 面 平行 线 上 的 各 点 与 两 个 投 
影 空间 的 距离 都 相等 ， 因 此 直线 的 两 个 投影 都 平行 于 相应 的 投影 轴 (或 基线 )。 如 图 4 人 13 
所 示 为 平行 于 2:、2Z2:， 即 平行 于 rs 的 直线 的 六 面 投 影 图 ,。 m 在 TX1、,x,、Xs、Xe。 上 的 投影 m1、 
m:、ms、e 均 平行 于 HRL， 在 *, 上 的 投影 m, 重 影 为 一 点 ， 在 x*， 上 的 投影 m, 反映 线段 实 长 。 
由 于 XT, 与 二 是 绝对 垂直 的 ， 因 此 ， 与 : 平行 的 直线 四 必定 与 和 重 直 ， 反 之 亦 然 。 
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如 图 4-14 所 未 为 位 于 = 投影 面 上 的 直线 闫 的 六 面 投影 图 因为 ye =z = 9， 所 以 ms、 
ma 与 HRL 重 合 ，me、ms 与 YVRL 重 合 。 


图 4-13 ”平行 于 Xx; 投影 面 的 直线 的 图 4-14 位 于 ,投影 面 上 的 直线 的 
六 面 投影 图 六 面 投影 图 


3。 轴 平行 线 的 投影 

轴 平 行 线 平行 于 一 投影 轴 。 即 平行 于 三 个 投影 空间 ， 也 即 在 轴 平 行 线 上 的 各 点 分 别 与 三 
个 投影 空间 等 距离 ， 因 此 轴 平 行 线 的 三 个 投影 都 平行 于 相应 的 投影 轴 (或 基线 )。 如 图 4-15 
所 示 为 平行 于 Z,、Z。、Zs， 即 平行 轴 4 的 直线 4 的 六 面 投影 图 。+# 在 Xx,、x。、7， 上 的 提 影 
ni、mz、mas 平 行 于 HRL， 且 反映 其 实 长 ， 在 rt、zs、zo 上 的 投影 mw、nsv、 ne 均 重 影 为 一 点 。 

如 图 4-16 所 示 为 位 于 轴 4 上 的 直线 的 六 面 投影 图 ,因为 x,= y= zs= 0, 所 以 mo ma 
ns 与 轴 《 即 HRL)》 重 合 ，n,、ns、16 与 原点 0 重合。 


图 4-15 平行 于 投影 轴 4 的 直线 的 六 面 投影 图 图 4-16 ”位 于 轴 4 上 的 直线 的 六 面 投影 图 f 


第 三 节 四 维 空间 中 平面 的 图 示 法 


一 、 平 面 的 投影 : 

位 于 四 维 空间 中 的 平面 由 该 平面 上 不 共 线 的 三 个 点 所 确定 。 因 此， 欲求 平面 的 投影 , 可 先 
作出 这 三 个 点 的 各 个 投影 ， 然 后 连接 三 点 的 同 面 投影 即 得 平面 的 各 个 投影 。 

如 图 4-17 所 示 为 四 维 空间 中 平面 人 48C 的 投影 图 。 它 的 各 个 投影 人 41B1Ci, 八 4:BsC;、 
从 4;BCs 是 由 平面 上 的 三 个 点 4、B、C 的 各 个 同 面 投影 连接 而 得 。 

车 一 点 位 于 该 平面 上 ， 则 该 点 的 各 个 投影 均 在 该 平面 的 同 面 投影 上 ， 若 两 点 在 平面 上 ， 
则 两 点 的 连 线 也 必定 在 平面 上 。 如 图 4-17 中 4、 了 为 平面 八 48C 上 的 点 ， 则 A4D 连 线 也 必定 
在 平面 上 ;点 K 在 4D 上 ， 也 必定 在 该 平面 上 。 
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二 、 平 面 的 迹 点 和 迹 线 
1。 平面 的 迹 点 


平面 与 各 投影 面 的 交点 称 为 平面 的 面 迹 点 。 平 面 的 面 迹 点 既 在 所 给 平面 上 又 在 投影 面 


上 ， 因 此 其 投影 隔 具 有 点 在 平面 上 的 投影 性 质 又 具有 点 在 投影 面 上 的 投影 性 质 。 


2， 平面 的 迹 线 


平面 与 各 个 投影 空间 的 交 线 称 为 平面 的 空 迹 线 。 平 面 的 空 迹 线 既 在 所 给 平面 上 又 在 相应 
的 投影 空间 中 ， 因 此 其 投影 既 具 有 直线 在 平面 上 的 投影 性 质 又 具有 直线 在 投影 空间 中 的 投影 


性 质 。 


如 图 4-18 所 示 为 已 知 平面 P 的 面 迹 点 和 空 迹 线 的 示意 图 。M、N、S 为 平面 在 投影 面 
xi、xz、Zs 寺 的 面 迹 点 。NS、SMH、HmN 分 别 为 平面 已 在 投影 空间 D,. zzD. 上 的 空 迹 线 。 组 
成 某 一 投影 空间 的 两 个 投影 面 上 的 面 迹 点 的 连 线 即 为 该 投影 空间 的 空 迹 线 。 平 面 已 上 的 任意 
直线 EF、GH 在 2, 上 前 空 迹 点 EB、G 必定 位 于 平面 在 5, 中 的 空 迹 线 NS 上 ,同样 ,EF、GH 在 
Ze 上 的 空 迹 点 下 、 万 也 必定 位 于 平面 在 5, 中 的 空 迹 线 WMN 上 。 由 此 可 知 ， 直 线 的 空 迹 点 、 平 


面 的 面 迹 点 、 平 面 的 空 迹 线 有 如 下 的 几何 关系 : 


图 4-17 平面 的 投影 图 


图 4-18 平面 的 丰 迹 点 和 空 迹 线 


(1 ) 平面 的 面 迹 点 和 平面 上 直线 的 空 迹 点 的 连 线 即 为 平面 的 空 迹 线 。 


《2 ) 平面 的 空 迹 线 与 投影 面 
的 交点 即 为 平面 的 面 迹 点 。 

《3) 平面 上 任 一 直线 的 空 迹 
点 必定 位 于 平面 在 同一 投影 空间 的 
空谈 线 上 。 

根据 以 上 几何 关系 ， 已 知 平面 
的 空 迹 线 和 面 迹 点 的 作 图 方 湛 举 例 
如 下 : 

例如 ， 已 知 平 而 由 相交 两 直线 
4 、 上 所 决定 (图 4-19)， 其 空 迹 
线 和 面 迹 点 的 作 图 步 难为 

(1 )》 分 别 作 出 直线 上 、 在 
投影 空间 2,、Z，( 也 可 以 在 2: ) 中 


图 4-19 平面 的 空 迹 线 和 面 浇 点 的 作 图 方法 


0 


前 空 迹 点 E、G、F, H。 
(2) 连 线 EG、FH 即 分 别 为 平面 在 2,、5; 中 的 空 迹 线 。 
《3) EG、FH 与 投影 面 T,、x。、ZX， 的 交点 MN、N、S 即 为 平面 的 面 迹 点 。 
在 三 维 画 法 几何 中 ， 是 用 迹 线 来 表示 平面 ， 与 此 类 
似 ， 在 四 维 画 法 几何 中 也 可 用 平面 的 空 迹 线 来 表示 平 
面 ， 如 图 4-20 所 示 。 Ns 
三 、 特 殊 位 置 平面 的 投影 
于 第 一 章 第 五 节 得 知 ， 四 维 空间 中 特殊 位 置 的 平面 


Ss 


共有 六 种 ， 如 空 平行 面 、 面 平行 面 、 空竹 直面 、 室 平 行 $1 5 M: M3 NILN3 
空 垂直 面 、 单 面 半 平 行 面 、 双 面 半 平行 面 。 
1， 空 平行 面 的 投影 图 4-20 平面 的 空 迹 线 表示 法 


空 平行 看 平行 于 一 个 投影 空间 ， 因 此 在 空 平面 上 的 各 点 与 该 投影 空间 的 距离 都 相等 ， 因 
了 此 平面 的 一 个 投影 为 一 直线 且 平 行 于 相应 的 投影 铀 。 如 图 4-21 所 示 为 平行 于 了 的 人 A4BC 的 六 
面 投影 图 。 人 4BC 在 r,、ri、rs 上 的 投影 均 为 一 直线 且 平 行 于 HRL， 和 人 A4BC 在 5, 中 的 超 投 
影 《人 和信 A480)! 反 映 实 形 。( 八 4BC), 是 由 和信 42BsC;:、 信 4;BsCs 所 决定 的 ， 因 此 和 A4BC 的 实 形 
可 按 三 维 画 法 儿 何 中 的 有 关 方 法 求 出 。 

2， 面 平行 面 的 投影 

面 平行 面 平行 于 一 个 投影 面 ， 即 平行 于 两 个 投影 空间 ， 因 此 在 面 平 行 面 上 的 各 点 与 两 个 
投影 空间 的 距离 都 相等 ， 平 面 的 二 个 投影 都 平行 于 HREL。 妇 图 4-22 所 示 为 平行 于 zy 投影 面 ， 
也 妈 平 行 于 5,、5; 的 平面 人 4BC 的 六 面 投影 图 。 人 A4BC 在 <:、Yz、xs、Fe 上 的 投影 均 平行 
于 HRL， 在 4 上 的 投影 重 影 为 一 点 ， 即 人 4BC 与 4 绝对 垂直 ， 在 rs 上 的 投影 人 人 4,BasCs 反映 
当面 的 实 形 。 


图 4-21 平行 于 2 空间 的 平面 的 六 面 投影 图 图 4-22 平行 于 x#s 面 的 平面 的 六 面 投影 图 

3， 空 垂直 面 的 投影 

空 垂直 面 垂直 于 一 投影 空间 ， 因 此 在 该 投影 空间 中 的 投影 为 一 直线 ， 并 且 在 组 成 该 投影 
空间 的 投影 面 上 的 投影 也 必定 为 直线 。 如 图 人-23 所 示 ， 因 平面 人 A48C 垂直 于 投影 空间 工 ，， 
故 (A4BC), 为 一 直线 ， 也 即 平面 在 rz、rs、xe 上 的 投影 必定 为 直线 。 

4， 空 有 平行 空 垂 直面 的 投影 

空 平行 空 姓 直面 平行 于 一 个 投影 空间 、 垂 直 于 另 一 个 投影 空 间 。 如 图 4-24 所 示 平 面 
和 人 -4BC 垂直 于 DB 昌平 行 于 5:， 因 此 投影 4: BC 、A3BsCs、A;BsCs、AoBeCs 为 直线 ,和 且 


起 之 


| 


图 4-23 垂直 于 2 的 平面 的 六 面 投影 图 图 4-24 垂直 于 2 且 平 行 2, 的 平面 的 六 面 投 早 图 


A3BsC; 平行 于 HRL，AsBsC;、AsBoCs 平行 于 VRL。 

5， 单 面 半 平行 面 的 投影 

单 面 半 平行 面 半 平行 于 一 个 投影 面 ， 邯 灶 垂 直 于 与 该 投影 面 成 绝对 垂直 的 投影 面 。 如 图 
4-25 所 示 为 人 4BC 半 平行 于 ro， 故 必 定 半 垂直 于 xT,， 投 影 41.B,C, 为 一 直线 。 平面 中 直线 BD 
- 垂直 于 ri， 且 与 xs 平行 ， 在 此 平面 上 只 有 这 个 方向 的 直线 与 x ,平行 ， 妈 只 有 一 个 非 国有 
点 。 

6. 双 面 半 平 行 面 的 投影 

双 面 半 平 行 面 对 两 个 成 绝对 垂直 的 投影 面 都 是 半 平 行 和 尘 垂直 。 如 图 4 人 26 所 示 ， 人 人 46C 
对 ri、xe 都 成 半 平 行 和 半 蛋 直 ， 因 此 它 在 x:、x。 上 的 投影 为 一 直线 ， 且 AE、BD 直 线 分 别 
与 Xi、xe 平行 。 


图 4-25 半 平 行 于 re 的 平面 的 六 面 投影 图 ”图 4-26 半 平 行 于 x*,、x6 的 平面 的 六 面 投影 图 


第 四 节 ”四 维 空间 中 超 平面 的 图 示 法 


”一 、 超 平面 的 投影 

四 维 空间 中 党 超 平 面 由 超 平面 上 不 共 面 的 四 个 点 所 确定 ， 因 此 ， 先 作出 这 四 个 点 的 各 个 
投影 ， 然 后 连接 四 个 点 的 同 面 投影 即 得 超 平面 的 各 个 投影 。 

如 图 4-27 所 示 为 四 维 空 间 中 超 平面 48CD 的 投影 图 。 它 的 各 个 投影 41B1CyDi、 A: BCsD;、 
AsBaCsDs 由 超 平面 上 四 个 点 4、B、C 、DD 的 各 个 投影 连接 而 得 。 

车 一 点 在 超 平面 的 直线 或 平面 上 ， 则 该 点 属于 该 超 平面 。 若 两 点 在 超 平 面 上 ， 则 其 连 线 
亦 必 定 属于 该 超 平面 。 若 三 点 在 超 平 面 上 ， 则 三 点 所 决定 的 平面 也 属于 该 超 平面 。 如 图 4-27 
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所 示 ，E、F.G 三 点 属于 一 超 平面 ， 则 和信 EFG 必 定 属于 该 超 平面 ， 站 线 MN 在 BFw. 上 ,点 KK 
在 MN 上 ， 则 MN 及 KK 也 必定 力 于 该 超 平面 。 

二 、 超 平面 的 迹 线 和 迹 面 

1， 超 乎 面 的 面 迹 线 

超 平 面 与 各 个 投影 面 的 交 线 称 为 超 平面 的 面 迹 线 。 超 平面 的 面 
迹 线 既 在 超 平面 上 又 在 投影 面 上 ， 因 此 面 迹 线 既 具有 直线 在 超 平面 
上 的 投影 性 质 又 具有 直线 在 投影 面 上 的 投影 性 质 。 

2， 超 平面 的 空 迹 面 

超 平面 与 各 个 投影 空间 的 交 平 面 称 为 超 平面 的 空 迹 面 。 超 平面 
的 空 迹 面 既 属于 超 平 面 又 属于 投影 空间 ， 因 此 空 迹 面 既 具有 平面 属 
于 超 平面 的 投影 性 质 又 具有 平面 属于 投影 空间 的 投影 性 质 。 

如 图 4-28 a 所 示 为 已 知 超 平面 工 的 面 迹 线 和 空 迹 面 示意 图 。 超 
平面 下 在 投影 面 r,、rs、x。 上 的 面 迹 线 分 别 为 Pr、ra、ra， 在 投影 
空间 5,、2s、Z7: 上 的 空 迹 面 分 别 为 rara、riravrirs\r 、Ts 、rs 汇 图 4-27 超 f 面 的 投影 晤 
交 于 点 上， ! 为 超 平面 与 坐标 轴 4 的 交点 ， 称 为 面 迹 线 和 空 迹 面 的 集合 点 。 


司 4-28 ” 超 平 面 的 面 迹 线 和 空 迹 面 


设 在 超 平面 内 有 一 平面 MNS， 则 MNS 在 x,、x，、xs 上 的 面 迹 点 履 、N、S 必定 分 别 在 
Zi、T2、 Ts 上 3 在 2:、Z2z、Z， 上 的 空 迹 线 NS、 SM、 MN 也 必定 分 别 在 空 迹 面 ToTas TiTs,s 
rr， 上。 若 直 线 EF 在 MNS 上 , 则 EF 属于 TT，EF 在 FP,、Z， 上 的 空 迹 点 必定 在 同一 投影 空间 的 
平面 的 空 迹 线 上 和 超 平面 的 空 迹 面 上 。 图 4-28.b 为 超 平面 及 属于 该 超 平面 的 平面 MNS，、 
直线 EF 的 投影 图 。 

由 以 上 分 析 得 知 ， 

《1 ) 超 平 面 的 空 迹 面 两 两 相交 为 超 平 面 的 面 迹 线 。 
(2 ) 超 平面 的 每 三 条 面 迹 线 汇 交 于 投影 轴 上 的 一 个 集合 点 。 

《3 ) 在 超 平 面 内 ， 平 面 的 空 迹 线 和 直线 的 空 迹 点 必定 位 于 同一 投影 空间 人 的 起 平面 的 空 
训 面 上 。 
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三 、 特 殊 位 置 超 平面 的 投影 

由 第 一 章 第 五 节 得 知 ， 在 四 维 空间 中 ， 特 殊 位 置 的 超 平面 共有 三 种 ， 即 空 平行 超 平面 、 
面 平行 超 平面 、 轴 平行 超 平面 。 

1。 空 平行 超 平面 的 投影 

空 平行 超 平面 平行 于 一 个 投影 空间 ， 即 其 中 各 几何 
元 素 与 该 投影 空间 的 距离 都 相等 ， 故 超 平面 的 三 个 投影 
( 面 迹 线 ) 均 为 直线 ， 且 平行 于 相应 的 投影 轴 。 

图 4-29 为 平行 于 Z, 的 超 平 面 的 六 面 投影 图 。 其 面 
迹 线 w、r,、t 平行 于 HRL， 且 都 具有 重 影 性 。 


2。 面 平行 超 平 面 
面 乎 行 超 平面 平行 于 一 个 投影 面 、 因 此 在 该 投影 面 图 4-29 ”平行 于 5 的 超 平面 的 
上 没有 面 迹 线 。 六 面 投影 图 


图 4-30 为 平行 于 x, 的 超 平面 了 的 六 面 投影 图 ， 它 没有 面 迹 线 re 。 由 于 了 垂直 于 x，， 因 
此 rt, 具有 重 影 性 。 包 含 x 的 投影 空间 为 Zs、.Z,, 根据 有 关 定 理 得 知 ，T 与 z。、5, 的 交 平 面 c 、 
有 必定 与 平行 〈 图 4-31)， 平 面 a 与 xi:、zs 的 交 线 ri、ts* 分 别 与 x 、》 轴 平行 ， 在 投影 图 
上 都 平行 于 VRL。- 


图 4-30 ”平行 于 x, 的 超 平面 的 六 面 投影 图 图 4-31 平行 于 和 4 的 超 平面 的 示意 图 


图 4-32 平行 于 x 轴 的 超 平面 的 六 面 投影 图 图 4-33 平行 于 * 轴 的 超 平 面 的 示意 图 
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3， 轴 平行 超 平 面 

轴 平 行 赵 平 面 平行 于 一 个 投影 轴 。 超 平面 与 包含 该 轴 的 投影 面 上 的 面 迹 线 都 必定 平行 于 
该 投影 轴 。 

图 4-32 为 平行 于 <* 轴 的 超 平面 T 的 六 面 投影 图 。 其 中 rt、rt、Yrs 都 与 x 轴 平行 ， 在 投 
影 图 上 都 与 VRL 平 行 。 显 然 , T 垂直 于 Z， 也 即 垂直 于 r:、xs*，、ro， 其 面 迹 线 ra、rs、Ye 都 具 
有 重 影 性 (图 中 rt, 未 面 出 )。 图 4-33 为 其 示意 图 。 


第 五 节 ”高 于 四 维 空间 中 的 几何 元 素 图 示 法 


一 、 五 维 空间 中 的 几何 元 素 图 示 法 

五 维 空间 中 的 几何 元 素 包括 点 、 直 线 、 平 面 、 三 维 空间 和 四 维 空间 。 

在 五 维 空 间 中 有 五 个 四 维 空 间 可 作为 投影 空间 ， 在 五 维 空间 中 点 到 这 五 个 投影 空间 的 距 
离 即 为 4 在 五 维 空间 坐标 系 中 相应 的 坐标 值 。 

点 在 投影 空间 (四 维 空间 )、 三 维 空间 、 投 影 面 (平面) 上 的 投影 也 应 采取 逐次 降 维 的 
方式 进行 。 

在 五 维 空间 中 的 点 , 如 同 四 维 空间 图 示 点 一 样 , 可 用 相交 于 一 投影 轴 (坐标 轴 》 的 四 个 投 
影 面 上 的 投影 加 以 描述 。 如 图 对 34 所 示 ， 相交 于 轴 4 的 四 个 互相 垂直 的 投影 面 zi、zs、xsvz 
4 在 各 投影 面 的 投影 分 别 为 4,、4;、A4,、A44， 其 中 每 个 投影 的 wu4 坐标 值 相 等 ， 另 一 坐 标 分 
别 为 xt、y4、z4、t4， 将 各 投影 面 绕 轴 “ 旋转 ， 使 其 重合 在 一 个 投影 而 上 ， 即 得 五 维 空间 中 
点 4 的 投影 图 (图 4-35)。 


图 434 五 维 空间 中 的 坐标 体系 图 4-35 点 在 五 维 空间 中 的 投影 图 


图 4-36 为 直线 请 在 五 维 空间 中 的 投影 图 。 若 直线 上 某 一 点 的 坐标 值 为 零 , 该 点 即 是 直线 在 
相应 的 四 维 投影 空间 中 的 迹 点 。 如 图 中 点 M、N、S 分 别 为 直线 在 四 维 投影 空间 B, 、2s、z， 
中 的 迹 点 。 平 面 在 五 维 空间 中 的 投影 图 可 用 类 似 方 法 表示 。 

攻 4-37 为 一 般 位 置 的 四 维 空间 人 在 五 维 空间 中 的 投影 图 。 四 维 空间 与 二 维 投 影 面 相交 为 
一 条 直线 ， 即 迹 线 。 在 投影 面 +,、z,、z，、X, 上 的 迹 线 分 别 为 r,/、r:、Ts、Tts 。 四 条 迹 线 两 
两 组 成 的 六 个 迹 面 ， 即 为 与 六 个 三 维 空间 的 交 平面 ， 四 条 迹 线 三 三 组 成 的 四 个 三 维 迹 空 
闻 ， 即 为 工 与 四 个 四 维 空间 的 交 空 间 。 
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图 4-36 直线 在 五 维 空间 中 的 投影 图 图 4-37 四 维 空间 在 五 维 空 间 中 的 投影 医 


二 、 六 维 空间 中 几何 元 素 的 图 示 法 

六 维 空间 中 的 儿 何 元 素 包 括 点 、 直 线 、 平 面 、 三 维 室 间 、 四 维 空间 和 五 维 空间 。 

在 六 维 空间 中 有 六 个 五 维 空间 作为 投影 空间 。 六 维 空间 中 的 点 到 六 个 投影 空间 的 上 距离 瞪 
为 该 点 在 六 维 空间 坐标 系 中 相应 的 坐标 值 。 : 

六 维 空间 中 点 的 图 示 方 法 为 上 述 方法 的 推广 。 如 图 4-38 所 示 , 相交 于 4 轴 的 五 个 互相 垂直 
的 投影 面 x,、z。、Xs、*,、Xs， 感 在 各 投影 面 上 的 二 维 投影 分 别 为 41、A2:、As、4A1、A;。 


图 4~39 为 其 投影 图 。 
图 4-40 为 直线 2 在 六 维 空间 中 的 投影 图 。 同 样 ， 直 线 上 某 一 点 的 坐标 秆 为 零 ， 该 点 即 是 


图 4-39 点 在 六 维 空间 中 的 投影 图 


图 4-40 直线 在 六 维 空间 中 的 投影 图 图 4-41 五 维 空 间 在 六 维 空间 中 的 投影 图 
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直线 在 相应 的 五 维 投影 空间 中 的 迹 点 ， 如 图 中 点 上、M、N、5S 分 别 为 直线 2 在 五 维 投 影 空 
和 间 Z,、Z。、Zs、2s 中 的 迹 点 。 
图 4-41 所 示 为 一 般 位置 五 维 空间 在 六 维 空间 中 的 投影 图 。 人 下 与 二 维 投影 面 的 交 线 为 一 
条 直线 ， 即 迹 线 。T 在 投影 面 X,、x。、x，、Tt,、Xs 上 的 迹 线 分 别 为 TI、Ts、Ta、Ts、 Ts。 
依 此 类 推 : # 维 空间 中 的 点 可 用 n -~ 1 个 二 维 投影 表示 ;7 维 空间 中 一 般 位 置 的 n 一 1 
维 空间 可 用 nm -~.1 条 迹 线 表示 。 


第 六 市 四维 点 中 心 投影 中 的 几何 元 素 图 示 法 


为 便于 应 用 四 维 画 法 几何 中 的 蒙 车 法 作 中 心 投影 ， 现 选择 投影 空间 ze 作 为 中 心 投影 空 
条。 


一 、 点 的 点 中 心 投 影 

如 图 4-42 所 示 ， 四 维 空间 中 的 点 4 在 投影 空间 Z,、z2:、Z: 中 的 正 投影 分 别 为 《4)4、 
(4) (4)a， 投 影 中 心 S 在 投影 空间 中 的 投影 为 (S) CS) (CS) (SA),、(SA),、 
(CS4) 即 为 投影 线 S4 在 各 个 投影 空间 中 的 投影 。 当 点 4 从 投影 中 心 5 投影 到 3: 中 时 , 其 投影 
即 为 S.4 与 Z: 的 交点 ， 该 点 的 y 沿 标 必定 为 零 。 延 长 S:4: 与 RL 相交 于 Al， 同 理 ， 可 在 S.A、 
Se4s 上 求 出 相应 的 4!、44: 。 点 如 即 为 点 4 的 点 中 心 投影 。 图 4-43 为 其 投影 图 。 


图 4-42 四 维 点 中 心 投影 的 示意 图 图 4-43 ”点 的 四 维 点 中 心 投影 


二 、 直 线 的 点 中 心 投 影 

图 4-44 为 直线 2 的 中 心 投影 pCpl、p2、p8) 的 具体 作 图 方法 。 首 先 分 别 作出 P 上 4、8B 
两 点 的 中 心 投 影 4 、B"， 连 接 之 即 得 直线 的 中 心 投 影 加 。 如 在 三 维 空间 中 一 样 ， 在 四 维 空间 
中 直线 的 中 心 投影 也 有 灭 点 ,直线 上 无 穷 远 点 的 中 心 投影 叫 艇 灭 点 。 在 四 维 空间 中 直线 的 灭 点 
是 平行 于 该 直线 的 投射 线 与 中 心 投影 空间 Zz, 的 交点 。 其 作 图 步骤 如 下 ， 过 S。 作 户 的 平行 线 
与 RE 相交 于 一 点 FE， 过 F 作 REL 的 垂直 线 与 站、 请 分 别 相交 于 下 、F3， 从 而 确定 了 直线 灭 
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点 R 的 位 置 。 延 长 名， 必定 经 过 Fo。 

三 、 平 面 的 点 中 心 投影 

如 图 4-45 所 示 为 人 4BC 的 中 心 投影 作 图 法 。 可 利用 图 4-44 的 方法 分 别 作出 其 顶点 4、8、 
C 的 中 心 投影 4 、B*.C"， 妓 得 人 4BC 的 中 心 Fs 
投影 人 A4BeC?。 平 面 上 无 穷 远 线 的 中 心 投影 
即 为 平面 的 灭 线 。 即 过 投影 中 心 S 且 与 被 投 
影 的 平面 互相 平行 的 投射 面 与 中 心 投影 空间 
5: 的 交 线 。 其 作 图 步骤 如 下 过 S; 分 别 作 
AzB:、 B.C, 的 平行 线 与 RL 相交 于 F%、F ,由 
此 再 求 出 PF、F?s、F3H、Fa， 灭 点 FY、F? 
的 连 线 PF? 即 为 该 平面 的 灭 线 。 显 然 ， 在 
平面 上 各 个 方向 的 直线 的 灭 点 都 应 位 于 该 平 
面 的 灭 线 上 。 

四 、 超 平面 的 点 中 心 投影 

如 图 4-46 所 示 为 三 维 四 面体 4BCD 的 中 
心 投影 的 作 图 法 。 图 中 点 4 在 52, 中， 其 中 心 
投影 4 即 为 4。 四 面体 共有 六 条 楼 线 ， 它 们 都 不 互相 平行 ， 所 以 有 六 个 灭 点 。 四 面体 有 四 个 
面 ,共有 由 条 灭 线 , 这 些 灭 线 和 灭 点 都 处 在 2: 中 的 某 一 个 平面 上 , 此 平面 称 为 灭 面 。 灭 面 是 超 
平面 上 无 穷 远 面 的 中 心 投影 ， 在 该 超 平面 中 的 任何 直线 的 灭 点 和 任何 平面 的 灭 线 都 位 于 灭 面 
上 。 


图 444 直线 的 四 维 点 中 心 投影 


图 人 45 平面 的 四 维 点 中 心 投 影 


超 平面 的 中 心 投影 也 叫 透视 投影 ， 投 影 中 心 称 为 视点 , 投影 面 称 为 画面 , 中 心 投影 图 称 为 
透视 图 。 透 视图 有 “ 近 大 远 小 "的 现象 ， 这 与 人 们 在 S* 空 间 中 观察 到 的 现象 是 一 致 的 。 然 而 ， 


图 4-46 超 平 面 的 四 维 点 中 心 投影 


对 视点 在 画面 上 的 正 投影 〈 也 称 立 点 》 来 说 ， 它 的 透视 图 则 是 “ 近 小 远大 ?， 这 些 现象 在 四 维 
空间 的 中 心 投影 中 也 存在 。 


第 七 节 四维 线 中 心 投影 的 几何 元 素 图 示 法 


为 了 便于 应 用 蒙 若 法 求 作 中 心 投 影 , 选择 投影 画作 为 四 维 线 中 心 投 影 的 投影 而 ,x, 称 为 
中 心 投影 面 ， 投 影 中心 为 SR。 

一 、 点 的 线 中 心 投影 

点 4 的 中 心 投影 4 就 是 投影 中 心 S2R 与 4 点 决定 的 投射 面 与 投影 面 x; 的 交点 ， 如 图 4-47 
所 示 。 为 此 , 设 两 条 基线 RL1、RL2, RL1 为 工 :与 xs 的 交 线 , RL2 为 x 与 7 的 交 线 。 作 图 时 只 要 
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分 别 作出 〈SR)、(S4)s 和 (CR4) 中 任意 两 条 直线 与 xi 的 交点 ,其 连 线 即 为 《SR4)》 与 
xi 的 交 线 。 同 理 , 可 求 出 (SR),、(SA):、(RA),; 中 任意 两 条 直线 与 x 的 交点 ， 其 连 线 即 为 
(SRA): 与 zt 的 交 线 ， 两 直线 的 交点 即 为 SR 与: 的 交点 ， 也 即 为 4 点 的 中 心 投影 4 。 作 
任何 点 的 中 心 投影 时 ， 其 投影 面 都 包含 投影 中 心 SR， 因 此 先 作 出 《SR),、(SR), 与 x 的 交 
点 是 比较 方便 的 。 

二 、 直 线 的 线 中 心 投影 

在 一 般 情况 下 ， 直 线 的 线 中 心 投影 仍 是 直线 。 如 图 4~48 所 示 ， 分 别 求 出 直线 i 的 两 端点 
有 4、B8 的 中 心 投影 4 、B"”， 其 连 线 态 即 为 i 的 线 中 心 投影 。 直 线 上 的 非 回 有 点 的 中 心 投影 
称 为 * 灭 点 ”。 包 含 投影 中 心 SR 作 一 个 与 该 直线 互相 平行 的 投射 面 ， 此 投 射 面 与 的 交点 Fe 
即 为 其 灭 点 。 


图 4-47 点 的 四 维 线 中 心 投影 图 4-48 ”直线 的 四 维 线 中 心 投 影 


三 、 平 而 的 线 中 心 投 影 

在 一 般 情况 下 ， 平 面 图 形 的 线 中 心 投影 仍 为 平面 图 形 。 如 图 4-49 为 平行 四 边 形 48CD 的 
线 中 心 投影 ， 该 平行 四 边 形 由 两 组 平行 线 48 和 DC、BC 和 AD 所 组 成 ， 其 灭 点 分 别 为 F! 和 各 
FF?， 其 连 线 FiFs 即 为 其 灭 线 。 

四 、 趣 平面 的 钱 中 心 投影 

由 于 中 心 投影 面 是 平面 $*， 它 只 能 包含 所 S: 的 几何 图 形 ， 因 此 5S’ 超 平面 的 线 中 心 投影 
不 能 保持 辣 素性。 由 于 投影 中 心 与 超 平 面相 交 于 一 点 ， 因 此 在 一 般 情况 下 ， 超 平面 的 中 心 投 
影 重 影 成 平面 。 在 特殊 情况 下 也 可 以 重 影 为 一 直线 。 

如 图 4-50 所 示 ， 由 于 投影 中 心 SR 上 的 点 S 位 于 四 面体 4BCD 的 楼 线 4B 上 ， 点 R 位 于 直 
线 EB 上 ,EB 位 于 4BCD 的 楼 面 CBD 上 ,所 以 投影 中 心 SR 属 于 由 四 面体 48CD 所 确定 的 5S' 空 
向 内 。 在 48CD 内 的 任何 点 的 投射 面 都 位 于 该 空间 内 ， 它 与 x, 相交 于 一 直线 ， 因 此 4BCD 的 
中 心 投影 4'8"C'D' 重 影 为 一 直线 。 

关于 四 维 中 心 投影 较 详细 的 论述 见 参考 文献 [10]。 


人 
7 、 
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图 4-49 平面 的 四 维 线 中 心 投 影 


图 4-50 超 平面 的 四 维 线 中 心 投影 


第 五 章 ”四 维 空 间 中 几何 元 素 间 的 相对 位 置 


在 四 维 空间 中 ， 几 何 元 素 间 的 相对 位 置 包括 平行 、 相 交 、 重 直 以 及 从 属 关系 等 。 

本 章 将 根据 四 维 几 何 学 的 一 些 定理 ， 来 研究 它们 的 投影 性 质 和 具体 作 图 方法 。 

通过 本 章 的 学 习 ， 不 仅 可 以 掌握 四 维 画 法 几何 中 的 一 些 重 要 的 基本 作 图 ， 而 且 可 以 进 一 
步 理解 四 维 几 何 学 中 的 有 关 概念 。 


第 一 节 相 交 问题 


一 、 两 迹 线 超 平 面相 交 

盯 功 迹 线 表示 的 超 平面 ， 简 称 为 迹 线 超 平面 。 由 四 维 儿 何 学 可 知 : 两 超 平 面相 交 于 一 平 
面 。 

图 5~1 a 是 两 迹 线 超 平面 了 与 A 相交 的 示意 图 。 可 以 看 出 ， 两 同 面 迹 线 的 交点 即 是 两 起 
平面 的 共有 点 。 因 此 ， 求 出 三 对 同 面 迹 线 的 交点 ， 便 可 确定 两 超 平面 的 交 平 面 。 其 中 ，* 
XA= A t,xi.= BB rsexh=C， 连接 4、8B、 C， 即 可 得 两 超 平面 的 交 平 面 4BC。 媚 


bt A 


b) 
网 5-1 两 一 般 位 置 的 迹 线 超 平面 相交 


(1) 直线 48、BC、4C 分 别 是 各 同 空 间 迹 面 的 交 线 ， 如 4B8 是 同 空间 迹 面 1,4, 与 
rirs 的 交 线 。 因 此 ， 可 得 出 如 下 绪论， 各 同 空 间 迹 面 的 交 线 是 两 超 平面 的 公有 有线， 而 非 同 空 
间 迹 面 则 相交 于 点 ， 如 /sxraers= B。 

(2) 4、 日 、C 各 点 也 是 交 平 面 4BC 分 四 与 投影 面 xi、xs*、xs 的 交点 。 

图 5-1b 是 确定 两 个 一 般 位 置 超 平面 T、A 的 交 平 面 4BC 的 具体 作 图 。 首 先 ， 求 出 各 . 
间 面 迹 线 的 交点 ， 如 4 与 zi 的 交点 4， 其 投影 4 与 4 重合 ， 而 如 、A4 在 基线 上 。 同 理 ， 
可 求 出 8、C 点 。 连 接 各 同 面 投影 ， 可 得 4BiCi、4zBsC:、4sBaCs。 

图 5-2 a 为 一 般 位 置 超 平面 TT 与 特殊 位 置 超 平面 8 Cf5,) 相 交 的 示意 图 。 

由 于 8Y51， 因 此 利用 同 面 迹 线 具 能 求 出 一 个 共有 点 。 其 交 平面 可 按 如 下 方 法 确定 ， 晓 
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图 5-2 一 般 位 置 超 平面 与 特殊 位 置 超 平面 相交 


好 维 几何 学 可 知 ， 两 平行 超 平面 与 平面 相交 ， 其 交 线 相互 平行 。 
设 ，Q x 迹 面 rirs = AB 
ZXx 迹 面 rir:= Ya 
则 4ABf rt, 
同 理 ， 可 得 4Cf/T,，， 因 此 ，ABCf/ Ter 或 4BCY 
图 5-2b 为 该 交 平 面 4BC 的 具体 作 图 : 
(1) 由 与 @1 求 出 共有 点 4。 
(2) 由 于 ABfrs、ACJT9， 所 以 A1Bi、AiCit 平行 于 苛 线 ， 并 与 %, 重合 4,B，、 
4azCz 与 基线 重合 A426;:、AsCs 分 别 平行 于 rs、rae 
由 于 4BCf51， 所 以 《4ABO) 1 反映 实 形 ， 而 4A;B。、 
4sCs 分 别 反 映 4B、4C 的 实 长 。 
图 5-3 为 一 般 位 置 超 平面 A 与 垂直 于 Di 的 超 平 而 
T 相 交 时 的 具体 作 图 。 利 用 各 同 面 迹 线 的 交点 ， 妈 可 求 
出 它们 的 交 平 面 48C。 其 中 ，A:Bs 与 rs 重合 ，AsC; 与 
ra 重合 。 


二 、 直 线 与 超 平面 相交 
由 四 维 儿 何 学 可 知 ， 直 线 与 超 平 面相 交 于 点 。 现 分 ”图 5-8 _ 般 位 置 超 孚 面 与 特殊 位 
两 种 情况 来 讨论 ， 置 超 平 面相 交 


《1 》 当 超 乎 面 垂直 于 某 一 投影 面 时 ， 它 在 该 投影 而 上 的 投影 具有 积聚 性 。 因 此 ， 直 线 
与 超 平 面 的 交点 ， 可 利用 这 一 投影 特性 直 接 求 得 。 如 图 5-4 所 示 ， 超 平面 个 簿 直 于 ri， 它 
与 直线 MN 的 交点 到 可 直接 求 得 ， 邑 五 ,为 MiN 1 与 7 的 交点 。Ks、Ks 可 出 Ki 求 得 。 

(2) 当 直 线 与 超 平 面 均 处 于 一 般 位 置 时 ， 其 交点 可 按 下 述 步骤 作 图 求 得 ( 见 图 5-5); 
过 已 知 直 线 ! 作 辅 助 超 平面 4， 求 出 已 知 超 平面 了 与 辅助 超 平面 A 的 交 平面 a 。 由 于 平面 a 
与 直线 ! 共存 于 超 平面 A 内 ， 因 此 可 按 三 维 通 法 几何 的 方法 求 得 它们 的 交点 天 。 点 到 即 是 所 
求 直线 ! 与 超 平 面 工 的 交点 。 

例 1 已 知 直线 MN 与 超 平 面 4BCD 相交 ， 试 求 其 交点 KK 〈 见 图 5-6)。 


图 5-4 直线 与 特殊 位 置 超 平面 相交 


解 : 
(1) 过 MN 作 辅 助 超 平 面 A 上 zi 
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图 5-5 ”确定 直 线 与 超 平 面 的 交点 的 示意 图 


(2 ) 分 别 求 出 A 与 48、BC、BD 的 交点 B、F、G 。 连 接 各 点 得 EFG， 即 为 A 与 


ABCD 的 交 平 面 。 

(3 ) 由 于 EFG 与 MN 共存 于 超 平 面 
A 内 ， 因 此 可 按 三 维 画 法 几何 中 直线 与 平面 
求 交 点 的 方法 作 图 。 此 时 ， 可 把 x:.x* 上 的 
投影 分 别 视 为 三 维 画 法 几何 中 的 这、H 投 
影 。 图 中 P, 为 求 交点 时 所 用 的 辅 助 面 ， 先 
求 出 K,、K，， 再 作出 K,。 此 了 时， 点 KK 即 为 
所 求 直 线 MN 与 超 平面 4BCD 的 交点 。 

例 2 已 知 直 线 MN 与 超 平面 8 相交 ， 
求 其 交点 KK。 

解 ， 本 题 作 图 过 程 和 方法 与 上 例 相 同 。 
如 图 5-7 所 示 ， 其 中 ， 过 直线 MN 所 作 的 畏 
助 超 平面 工 上 ri，T 与 8 的 交 平 面 为 4BC， 
已 :为 求 交 点 天 时 所 用 的 辅助 面 。 

三 、 两 超 平面 相交 

两 超 平 面相 交 时 ， 求 其 交 平 面 的 方法 一 
般 有 以 下 几 种 ， 

(1) 求 出 两 超 平面 的 面 迹 线 ， 再 求解 。 


图 5-6 ”确定 直线 与 超 平 面 的 交点 


(2 ) 在 一 超 平面 上 取 三 条 直线 ， 分 别 与 男 一 超 平 面 求 交点 ， 并 连接 各 点 。 

(3 〉 作 辅助 超 平 面 与 两 已 知 超 平面 相交 。 由 于 三 个 超 平面 共 线 ， 可 求 出 两 已 知 超 平面 
的 一 条 共有 线 ， 因 此 ， 为 了 求 出 两 已 知 超 平面 的 交 平 面 ， 需 作 两 个 辅助 超 平面 。 

现 主要 介绍 第 三 种 解 题 方法 ， 图 5-8 为 该 方法 的 示意 图 。 


?74 


图 5-7 确定 直线 与 超 平面 的 交点 


图 5~8 ”确定 两 超 平 面 的 交 平 面 的 示意 图 


已 知 超 平面 A 与 T, 先 作 辅 助 超 平 面 8， 则 


青 作 畏 助 超 平面 QC/8)， 则 
nxA=p, 
oxT=p, 
pxp=1: 
《CP1,、B: 共 存 于 8 内》 

由 于 两 辅助 超 平面 8、9 互 

相 平行 ， 则 2/ 4， 即 所 求 交 平 
面 由 两 平行 线 上 站 、/ 所 确定 。 
如 果 另 作 辅 助 超 平面 A 《次 
9)， 则 
A xXA=7Y 


AxXxXT=Ys 
YixY:=i{, (Yi Ya 
共存 在 A 内 ) 
由 于 两 辅助 超 平面 6、A 不 
平行 ， 因 此 上 与 但 交 ， 即 所 求 
的 交 平 面 由 4、/s 两 相交 线 所 
确定 。 
图 5-9 为 确定 超 平面 48CD 
与 EFGH 的 交 平面 的 具体 作 图 
步 又 : 


OxA=a, 
@Xx 下 = a 
aiXas= 1 (a 、Q; 共存 于 6 内 ) 


SS 上 由 
SN 用 古 


二 -SEE | ~ 


Ny 
| | 


| IN 


图 5-9 ”确定 两 超 平面 的 交 平 面 


JiW21 晤 


{ Bs tH 


75 


(1) 作 辅 助 超 平面 9、4 均 平 行 于 Di。 
(2) 分 别 作 出 8、A 与 4BCD、EFGH 的 交 平 面 ， 即 
Ox ABCD= IJK 
Gx EFGH = 0PQ 
A x ABCD= LMN 
A xXEFGH= RST 

《3) 由 于 IJK 和 OPQ 及 LMN 和 RST7 分 别 共存 于 超 平面 69、4A 内 ， 因 此 可 按 三 维 
画 法 几何 方法 分 别 求 出 1JK 与 0PQ 及 LMN 与 RST 的 交 线 。 图 中 ， 先 求 出 UaV。、UsV ,及 
久 :Y。、 守 AY，， 再 求 得 UV 及 XiYi。 由 两 平行 线 UF、XY 所 决定 的 平面 即 为 两 超 平 面 的 
交 平 面 。 

四 、 几 何 元 素 间 相交 间 题 的 讨论 
1。 平面 4BC 与 超 平面 DEPG 相交 
确定 平面 与 超 平 面 的 交 线 ， 一 般 可 有 以 下 途径 ， 

(1) 在 4BC 上 任 取 两 直线 ， 分 别 与 DEFG 相交 ， 可 求 得 两 个 交点 ， 其 连 线 即 为 所 求 
的 交 线 。 

(2》 过 4BC 作 辅 助 超 平面 ， 并 求 出 它 与 超 平面 DEFG 的 交 平 而 a。 由 于 a 与 4BC 
共存 于 辅助 超 平面 内 ， 因 此 可 用 三 维 画 法 几何 方法 求 出 它们 的 交 线 MN。MN 即 为 平面 与 超 
平面 的 交 线 。 

有 时 ， 为 了 人 简明 地 表示 解 题 步 又 ， 可 采用 “框图 ”表示 ， 如 上 述 解 题 过 程 可 表示 如 下 ， 


过 4BC 作 辅助 超 平面 |x| PEPc | 


-| 平面 < xABC =| 所 求 交 线 MN | 
(3 ) 作 一 辅助 超 平面 ， 分 别 与 4BC、DEFG 相交 。 并 求 得 交 线 ! 和 交 平 面  。 由 于 
! 与 a 共存 于 所 作 的 辅助 超 平 面 内 ， 因 此 可 用 三 维 画 法 儿 何 方法 作出 它们 的 交点 ， 即 是 4BC 
与 DEFG 的 一 个 共有 点 。 再 另 作 一 辅助 超 平面 ， 求 出 另 一 共有 点 。 它 们 的 连 线 ， 即 为 所 求 
的 交 线 。 

2。 直 线 与 平面 相交 

由 四 维 几 何 学 可 知 ， 在 四 维 空间 中 ， 如 果 直 线 与 平面 不 共存 于 同一 三 维 空 间 内 ， 即 使 不 
平行 也 没有 交点 ， 如 果 有 交点 ， 则 它们 必 共 存 于 同一 三 维 空间 内 。 

图 5-10 中 ,平面 4BCLri 直线 MN 为 一 般 位 置 ， 从 表面 上 看 ， 似 平 点 KK 是 它们 的 
交点 ， 但 如 果 在 平面 4BC 上 取 辅 助 线 CD 进行 检验 ， 发 现 天 点 不 在 平面 4BC 上 ， 即 天 不 是 
它们 的 交点 。 应 该 如 何 分 析 这 一 问题 呢 ? 我 们 知道 ， 在 三 维 画 法 几何 中 ， 当 平面 垂直 于 投影 
面 时 ， 它 在 该 投影 面 上 的 投影 为 直线 〈 具 有 积聚 性 )。 然 而 ， 在 四 维 空 间 中 ， 当 平面 48C 稚 
直 于 投影 面 (她 x1) 时 ， 虽 然 其 投影 4.81C1 也 为 一 直线 ， 但 在 概念 上 与 三 维 画 法 几何 中 的 
情况 有 所 不 同 ， 此 时 4B,C: 不 具有 积聚 性 ， 即 不 在 平面 4BC 上 点 ， 其 投影 也 有 可 能 落 在 该 
直线 上 。 因 此 ，4B:C, 与 MIN 的 交点 并 不 是 直线 与 平面 的 交点 的 投影 ,而 是 由 MN 上 的 点 
K 和 平面 4BC 上 的 直线 EF 所 确定 的 平面 与 =, 处 于 绝对 垂直 位 置 。 

图 5~11 是 直线 和 平面 均 处 于 一 般 位 置 的 情况 。 过 直线 MN 作 辅 助 超 平 面 了 (上 ri)， 它 
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图 5-10 直线 与 平面 相交 


图 5-11 直线 与 平面 垂直 


与 4BC 的 交 线 为 DE。 由 于 DE 和 MN 共存 于 辅助 超 平面 下 内 ， 因 此 DE 和 MN 一 般 是 不 


相交 的 ， 如 果 相 交 ， 则 说 明 MN 和 DE 必 共 
存 于 同一 平面 内 ， 即 MKN 和 DE 所 在 的 平 
面 48C 共存 于 同一 三 维 空间 内 。 

3 平面 与 平面 相交 

在 四 维 空间 中 ， 如果 两 平面 不 共存 于 同 
一 超 平 面 ， 则 它们 相交 于 一 点 。 如 何 确定 其 
交点 ， 是 一 个 值得 研究 的 问题 。 

设 两 平面 为 4BC 和 DER (图 5-12)， 
现 分 析 如 下 ， 

《1》 如果 过 一 己 知 平面 (如 DEF ) 
上 的 直线 (如 DF) 作 一 畏 助 平面 ， 由 于 它 
与 另 一 已 知 平面 4BC 也 相交 于 点 ， 即 使 能 
求 出 它 们 的 交点， 但 它 一 般 不 在 DF 上 ， 
因此 ， 这 个 方法 不 能 确定 两 平面 的 交点 。 

《2〉 如 果 任 作 一 辅助 平面 ， 由 于 两 已 
知 平面 与 该 辅助 平面 均 交 于 点 ， 即 使 能 求 出 
这 两 个 交点 ， 但 它们 一 般 是 不 会 重合 的 。 因 
此 ， 这 个 方法 也 不 能 确定 两 平面 的 交点 。 

C3 》 如 果 任 作 一 辅助 超 平 面 ， 由 于 该 
辅助 超 平面 与 两 已 知 平面 均 交 于 直线 ， 即 使 
求 出 这 两 条 交 线 (它们 共存 于 上 述 辅 助 超 平 
面 内 )， 但 它们 一 般 是 不 会 相交 的 。 因 此 ， 
用 这 个 方法 也 不 能 确定 两 平面 的 交点 。 


图 5-12 ”两 平面 相交 


(4》 过 已 知 平面 (如 4BC) 任 作 一 超 平 面 (可 在 平面 48C 外 任 取 一 点 G， 即 24BCG7。 
为 了 求 出 另 一 已 知 平面 DBP 与 4BCG 的 交 线 MN， 可 先 分 别 求 平面 DBF 上 两 直线 DE、 
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DF 与 4BCG 的 交点 M、N， 再 连接 它们 。 可 以 看 出 ， 交 线 MN 既 在 DBF 内 ， 又 和 4BC 
共存 于 4BCG 内 。 因 此 ， 只 要 MN 与 4BC 不 平行 ， 就 可 以 用 三 维 画 法 几 何方 法 求 出 它们 
的 交点 K， 它 即 是 平面 4BC 与 平面 DEF 的 交点 ， 详 见 图 5-12。 图 中 , ,RR 分 别 是 过 DE，、 
DF 所 作 的 辅助 超 平面 ;0U:、F*、 玉 ,分 别 为 按 三 维 画 法 几何 方法 求 W、N、 天 时 所 作 的 办 
助 平面 。 


第 二 节 从 属 问 题 


在 四 维 画 法 几何 中 ， 点 和 线 仍 具有 “从 属性 ?， 即 点 车 在 直线 上 ， 则 点 的 各 模 影 必然 在 
直线 的 同 面 投影 上 ， 这 是 几何 元 素 间 从 属 问题 的 基础 。 在 四 维 画 法 几何 各 种 从 属 问题 的 作 图 
中 ， 在 超 平面 内 取 点 是 重要 
的 基本 作 图 方法 之 一 。 

在 一 些 文献 中 ， 超 平面 
内 取 点 的 过 程 是 ， 先 在 超 平 
面 内 取 平 面 ， 再 在 该 平面 上 
取 线 ， 然 后 在 线 上 取 点 。 现 
通过 具体 例子 来 说 明 上 述 作 
图 过 程 。 

例 1 设 点 天 在 超 平面 
人 内 ， 已 知 K,、K，， 求 KK， 

《图 5-13)。 

解 : 

(1 〉 过 KK 作 辅 助 超 平 图 5-13 ， 超 平 而 内 下 点 
面 8 (IE)， 即 过 KK, 作 %, 平 行 于 基线 ， 求 出 与 T 的 交 平面 48C， 该 平面 烃 包 含 K 又 平行 
于 5,。 由 于 4BC 从 属于 超 平面 让 ， 因 此 可 将 四 维 空 间 中 超 平面 内 的 取 点 问题 转 化 为 平面 
ABC 上 的 取 点 问题 。 

(2) 由 于 4BC 平行 于 迹 面 Tr， 因此 A1C1，AsBs 可 视 为 三 维 空 闻 中 平面 4BC 的 两 
迹 线 。 此 时 ， 可 用 三 维 画 法 几何 方法 由 Ki 求 出 KK,。 图 中 KiN1:、KsN; 为 在 该 平面 上 取 点 
时 所 用 的 辅助 线 。 

在 超 平面 内 取 点 ， 还 可 以 直接 在 超 平 面 内 作 辅 助 线 进 行 作 图 ， 其 依据 是 ， 

《1 ) 如 果 一 条 直线 上 有 两 个 点 在 已 知 超 平面 内 ， 则 此 直线 就 完全 从 属于 该 超 平面 。 

《2 ) 如 果 一 点 和 超 平面 内 任 一 点 的 连 线 与 该 超 平面 内 的 某 一 平面 相交 ， 则 该 点 在 超 平 
面 内 。 

现 以 例 2 及 例 3 说 明 如 何 运 用 上 述 方法 。 

例 2 设 点 在 超 平面 TT 内， 已 知 K,、K,， 求 及 ，( 图 5-14)。 

解 : 

《1 ) 在 超 平面 T 内 任 取 点 4， 并 与 相连 接 ， 则 4 所 必然 在 T 内 。 

《2 ) 延长 4AK， 并 求 出 它 与 5 的 迹 点 8B。 为 此 ， 延 长 44K 与 基线 相交 于 B,， 同时 
延长 44Ke， 册 BB, 求 得 Bs。 由 于 迹 点 B8 必 定位 于 迹 面 rr 上， 因此 可 按 三 维 画 法 几何 方法 ， 
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由 B, 作 辅 助 线 (BM,、B2M:) 求 得 B;。 


(3) 连接 4.B;。 从 而 求 得 KK,。 
例 3 已 知 点 志和 超 平面 4BCD， 试 检查 姜 是 否 在 4BCD 内 (图 5-15) 


A 


小、 一 
2 
有/ 
/| 


图 5-14 超 平面 内 取 点 图 5-15 检查 点 与 超 平面 的 从 属 


解 ， 

(1) 在 超 平面 4BCD 内 任 取 一 点 ， 如 4， 并 与 连接。 

《2) 检查 4K 与 平面 BCD 是否 有 交点 。 如 果 有 交点 ， 则 说 明 AK 与 BCD 共存 于 
ABCD 内 ， 即 乓 从 属于 4BCD 如 果 AK 与 BCD 不 相交 ， 则 点 KK 不 从 属于 48CD。 为 此 ， 
过 AK 作 辅 动 超 平面 T(x,)， 与 BCD 的 交 线 为 EF， 由 于 EF 与 4K 不 相交 ， 说 明 A4K 与 
BCD 不 相交 ， 踊 天 不 在 4BCD 内 。 


第 三 节 平行 问 题 

在 四 维 空间 中 ， 儿 何 元 素 之 间 的 平行 问题 一 般 仅 存 在 于 直线 与 超 平面 、 平 面 与 超 平面 、 
超 平 面 与 超 平 看 、 平 面 与 平面 之 间 。 其 中 ， 除 平面 与 平面 可 存在 半 平 行 外 ， 其 余 皆 为 完全 平 
行 。 

一 、 直 线 与 起 平面 平行 ` 

由 四 维 几 何 学 可 知 ， 如 果 一 直线 与 已 知 超 平面 上 一 直线 平行 ， 则 该 直线 与 超 平面 平行 。 
因此 ， 可 把 直线 与 超 平 面 平行 时 的 一 系列 作 图 问题 ， 转 化 成 〈 或 借助 于 ) 线 与 线 的 平行 阿 

例 1 设 直线 MN 平行 于 超 平面 T， 试 补 全 MMM;N。( 图 5-16) 

解 ， 

《1) 在 超 平面 了 内 取 直 线 4 了 /MAN。 为 此 ， 在 上 取 点 4， 过 省 作 心 BAMIN， 
并 使 B, 在 基线 上 ， 即 B 是 48 与 ,的 迹 点 。 闻 时 ， 过 4, 作 4,B,f MN， 
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《2》 由 于 点 了 在 迹 面 rr 上 ， 因 此 可 按 三 维 画 法 几何 中 平面 上 取 点 的 方法 ， 由 8B, 作 
辅助 线 (3B:D:、BsD,) 求 得 B:。 
《3 》 连接 4:B:， 并 过 Mz 作 Ms:Nay A:Bz。 
例 2 已 知 直线 MN 平行 于 超 平面 T， 求 r:( 图 5-17) 。 


图 5-16 根据 直线 平行 于 超 平面 图 5-17 根据 直线 平行 于 超 平面 确定 
确定 直线 的 投影 超 平 面 的 迹 线 


解 ， 
(1) 在 *: 上 取 点 4， 再 过 4 作 4BVMN， 并 使 也 位 于 迹 面 rr, 上 。 
《2 ) 按 三 维 画 法 几何 方法 ， 即 由 B, 作 B,Cs 平行 于 基线 ， 并 求 得 B.C;。 
“ (3) 作 r:f BaCa， 即 为 所 求 。 
二 、 有 平面 与 超 平面 平行 
由 四 维 几 何 学 得 知 ， 如 果 一 平面 与 
已 知 超 平面 内 的 一 个 平面 平行 ， 则 平面 
必定 与 超 平面 平行 ,应 指出 ,此 两 平面 的 
平行 属 完全 平行 ， 因 为 它们 共存 于 同一 
超 平面 内 。 因 此 ， 平 面 与 超 平面 平行 的 
一 系列 作 图 问题 ， 同 样 可 以 转化 成 
《或 借助 于 〉 线 与 线 的 平行 问题 。 
例 3 过 点 4 作 平 面 4BC 与 超 平 昏 
了 T、QQ 均 平行 并 使 B、C 位 于 5 内 
《图 5-18)。 
解 : 
(1) 求 出 超 平面 与 8 的 交 平 面 DEF。 
(2) 过 4 作 平 面 4BC1DEF。 其 中 ，ABJDF，AC1DE, 并 使 B、C 位 于 5， 则 
ABC 即 为 所 求 。 
三 、 两 超 平 面 平 行 
由 四 维 几何 学 可 知 ， 两 个 互相 平行 的 超 平 面 与 投影 空间 的 交 平面 必定 互相 平行 。 
设 工 /A (如 图 519a 所 示 )。 


图 5-18 过 点 作 平面 平行 于 两 超 平面 


图 O 


a) 6) 


图 5-19 ”两 超 平面 相互 平行 


如 果 TxzF= a 〈 即 迹 面 rirs) 
AxzEs= 有 6 ( 即 迹 面 4,4;) 
则 TiTaf Ads 
因此 Th Tol hs 
同 理 ， 可 得 ra/ 4 
由 此 ， 可 得 出 如 下 结论 ， 藻 两 超 平面 相互 平行 ， 则 它们 的 各 同 面 迹 线 相互 平行 ， 如 图 


5-19b 所 示 。 

上 述 结论 也 可 出 四 维 几何 学 中 的 男 一 定 
理 得 到 解释 ， 着 过 一 点 而 不 共 面 的 三 条 直线 
分 别 平行 于 过 另外 一 点 而 不 共 面 的 三 条 直 
线 ， 则 由 两 束 直 线 所 决定 的 超 平面 相互 平 
行 。 

例 4 过 点 及 作 超 平面 A 平行 于 已 知 超 
平面 了 (图 5-20)。 

解 : 图 5-20 ”过 点 作 超 平面 平行 于 已 知 超 平面 

(1》 过 KK 作 辅 助 线 KM 平行 于 超 平面 T 上 的 任 一 直线 ， 为 简 便 起 见 ， 可 取 迹 线 ， 如 
使 KMYTs，M 为 KKM 与 Za 的 迹 点 ， 并 位 于 所 求 的 迹 面 1,1。 上。 由 于 44sf rirs 因此 在 四 维 
空间 中 ， 过 KK 作 超 平 面 平行 于 已 知 超 平面 ， 可 先 在 三 维 空 闻 Z, 中 ， 过 M 作 迹 面 4.4,f TiT，。 

《2)》 过 MM 另 作 辅助 线 MNV ra 《也 可 以 平行 rzD， 并 求 出 MN 与 < 的 交点 N， 即 得 所 
求 迹 线 4, 上 的 点 。 

(3) 过 六 作 41r 再 作出 121 rs、14s1 rs。 实际 上 ， 上 述 两 辅助 线 KM 和 MN 所 决 
定 的 平面 ， 弃 包含 及 又 平行 于 迹 面 r,trs， 点 入 为 该 平面 与 的 交点 。 


第 四 节 垂 直 问题 


息 四 维 几 何 学 可 知 ， 在 四 维 空间 中 ， 直 线 垂直 于 直线 、 直 线 垂 直 于 平面 、 直 线 垂直 于 超 
平面 、 相 交 于 一 点 的 垂直 两 平面 ， 其 垂直 度 均 为 1 ， 即 为 完 全 垂直 (或 绝对 垂直 ); 相 交 于 
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一 直线 的 垂直 两 平面 平面 垂直 于 超 平面 、 其 重 直 度 为 1 / 2 ， 即 半 牌 直 ; 超 平 面 垂直 于 超 
平面 ， 其 垂直 度 为 1 /3 。 

本 节 主 要 介绍 几何 元 素 间 的 完全 垂直 问题 。 

一 、 完 全 垂直 时 的 投影 理论 

定理 1 四维 空间 中 两 直线 相互 垂直 ， 如果 其 中 一 条 直线 平行 于 投影 空间 〈 或 投影 面 )， 
则 它们 在 该 投影 空间 〈 或 投影 面 ) 的 超 投影 或 投影 ) 也 相互 垂直 反之， 也 成 立 (223。 现 
证 明 如 下 ， 

已 知 两 直线 L.、L: 的 方程 为 ， 


当 工 上; 时 ， 则 
d+ mm + nns+ kk,= 0 

设 六 平行 于 投影 空间 5,， 即 ,= 0 ;或 工 ! 平行 于 投影 面 x，， 即 /=m,= 0。 

则 有 mm + nns+ Rik.= 0 

或 nnst+hkks= 0 

由 此 可 以 看 出 ， 直 线 L.、L; 在 Z; 的 超 投 影 (或 在 xs 上 的 投影 ) 相互 垂直 。 
. 推论， 四 维 空间 中 两 直线 相互 垂直 ， 如 果 其 中 一 直线 平行 于 一 投影 空间 ， 而 另 一 直线 平 
行 于 另 一 投影 空间 ， 则 两 直线 在 上 述 两 投影 空间 所 确定 的 投影 面 上 的 投影 也 相互 垂直 。 

若 LE， 即 站 = 0 LT ， 也 即 ms= 0 o 

则 有 nins+kk,= 0 

由 此 可 以 看 出 ， 两 直线 L,、L 在 Z、5, 所 确定 的 投影 面 x 上 的 投影 相互 垂直 。 

图 5-21 为 直线 4B1CD 时 ， 其 投影 为 直角 的 几 种 情况 : 


图 5-21 两 直线 垂直 时 的 几 种 情况 


《1) 图 5-21 a 中 ，A4B 与 CD 均 平行 于 rs。 
(2) 图 5-21b 中 ，ABJ ED, CD/ xz,。 
《3) 图 5-21e 中 ，A4B 为 一 般 位 置 ，C Df,。 
《4) 图 5-21 4 中， ABIE,, CD/) EZ,, 
定理 2 ”四 维 空间 中 ， 两 绝对 垂直 的 平面 在 同一 投影 空间 的 超 投影 相互 垂 吉 [22] 。 现 证 
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明 如 下 ， 
设 过 原点 的 平面 a， 则 


AxX+ By+Ce+ Du-= 0 
| 《5-1) 
Ax+ Bey+C2+ Dau= 0 
过 点 M 《x。、y。、z。、us) 并 与 平面 " 成 绝对 垂直 的 平面 8 的 对 称 式 方程 为 ， 
X 一 xm A; 一 ys 卫 : 2 一 Ze Co & 一 &n 六。 
bg 一 Ys B, 二 2 一 之 wm Ce 一 2 一 时 万 : 一 | 一 Xn 4 (5-2) 
A! A;: B! BB; CI C, D, DD;, 
B! B: Cl Ca: D, 也 : da 
则 平面 6 在 ,中 的 超 投 影 为 ， 
C! Cs D: Dil, _ Br Ba _，、- _ 
癌 Da” I tp, Bl ete, cdl" ~ ue) 《5-3) 


其 法 线 方向 矢量 为 NC(CC,D:- DiC)、(D1Bs ~ BiD)、( 了 ,Cs ~ CiB,)]。 
式 〈5-1) 中 消去 x 〈 即 为 平面 在 2, 中 的 超 投影 )， 则 
(BiAs— 4iB277+(Cuds-4dC)zt+t(Dd -4DD2a=0 

其 法 线 方 向 矢量 为 N:[(B,4:- 41B2)、(C1Az- A1C2)、(D1A:~A1D2))。 由 于 Ni:N， 
=0， 则 六 与 :相互 垂直 。 

推论 : 已 知 亢 平面 绝对 垂直 ， 若 其 中 一 平面 垂直 于 一 投影 空间 〈 舅 一 平面 则 平行 于 同一 
投影 空间 ), 则 它们 在 该 投影 空间 的 超 投 影 旦 “ 直 
线 垂 直 平 面 ?。 反 之 ， 也 成 立 。 

图 5-22 中 ，4BCWCDBE， 并 相交 于 点 C， 
若 4BC DZ， 则 CDEWVE,。 此 时 ， 它 们 在 5, 的 
超 投 影 (4BC) 与 (DERP), 呈 “直线 垂直 平面 ” 。 
图 中 ，C:N: 和 Cs 平行 于 基线 而 4B:C: | 
CH 4.B:C {CsNso 

二 、 直 线 甜 直 超 平面 

在 四 维 儿 何 中 ， 直 线 垂直 于 超 平面 是 一 个 非 
常 重要 的 问题 ， 在 四 维 画 法 几何 中 ， 也 是 一 个 很 
重要 的 基本 作 图 方法 。 

由 四 维 几 何 学 可 知 ， 如 果 直 线 垂 直 于 超 平 
面 ， 则 直线 垂直 于 超 平面 内 的 所 有 直线 。 

设 直线 4B 垂直 于 超 平 面 工 ， 由 于 r,、r，。 图 5-22 两 绝对 垂直 平面 的 超 投影 
Ts 分 别 位 于 投 影 面 xi、xrz、fs 上 ， 因 此 根据 定理 1 得 出 ， 

4 了 | ts AB;, | rt ABs | rs 

图 5-23 是 直线 48 垂直 子 超 平面 了 的 具体 作 图 。 它 们 的 交点 即 为 垂 足 (图 中 未 画 出 )。 

进一步 分 析 可 看 出 ， 直 线 垂直 于 超 平 面 时 ， 它 们 在 各 投影 空间 的 超 投影 均 相互 垂直 ， 即 
CAB)1 rsras (AB), {tTss CAB), Lt,t,o 
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例 过 点 xX 作 超 平面 垂直 于 已 知 直线 4B (图 5-24)。 


图 5-23 ”直线 和 于 直 于 超 平面 
解 : 


(1》 过 点 KK 作 辅 助 线 KC 垂直 于 48。 


点 C 是 KC 与 2 的 交点 。 


下 


图 5-24 ”过 点 作 超 平面 垂直 已 知 直线 


此 时 ， 下 IC AiB's KsCs、 KCs, 平行 于 基线 ， 


《2) 过 点 CC) 作 迹 面 oos 与 (438) ,垂直 。 其 中 ，CsD, | 4:B，C2D。 平行 于 基线 。 


时 时 ，@。」】 A;B:，0%, | 4,B;。 

(3) 作 @,1:41B81:， 则 8 芭 为 所 求 。 

三 、 直 线 垂直 直线 

在 一 般 情况 下 ， 四 维 空间 中 两 直线 相互 
垂直 ， 它 们 的 投影 不 呈 直 角 ;。 在 四 维 空间 
中 ， 过 一 点 作 与 已 知 直线 垂直 的 直线 ， 它 们 
的 集合 即 是 超 平面 。 因 此 ， 有 关 两 线 垂直 
的 作 图 问题 往往 需 借 助 于 辅助 超 平面 。 

例 1 在 平面 4BC 上 取 直 线 BD， 使 其 
与 48 迄 直 ， 点 号 在 4C. 〔〈 国 5-25) 。 

解 : 

在 四 维 空间 中 ,过 已 知 直线 4B 上 的 点 B 
并 与 该 直线 垂直 的 直线 的 集合 是 一 超 平面 。 
该 超 平面 过 点 8B， 并 垂直 于 已 知 直线 4B。 
出 于 所 求 直线 在 平面 4BC 上 ， 因 此 过 8B 所 
作 的 辅助 超 平面 与 已 知 平面 4BC 的 交 线 即 
为 所 求 。 具 体 作 图 方法 如 下 : 

C1》 过 点 8B 作 辅 助 线 BM， 嘻 平行 于 
zs 又 垂直 于 4B，MM 是 BM 与 上 ;的 交点 。 


图 5-25 ”在 平面 上 取 线 垂直 于 已 知 直线 


(2) 过 计 男 作 辅 助 线 MN， 既 平行 于 x，、 又 垂直 于 48B，N 是 MN 与 x 的 交点 。 
(3) 过 N 作 7 上 A18,， 再 作 re 4;B，、 rs 4sBs。 所 作 辅 助 超 平面 下 ， 既 过 点 了 ， 


又 息 真 于 4B。 
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(4 )》 求 辅助 超 平面 了 与 已 知 平面 4BC 的 交 线 BD， 并 使 也 位 于 4C 上 。 为 此 ， 过 4C 
另 作 辅 助 超 平面 A( xD， 并 求 出 了 与 A 的 交 平 面 1JK。 由 于 4C 与 IJK 共存 于 A 内 ， 因 
.此 可 用 三 维 画 法 几何 方法 求 出 它们 的 交点 D。 图 中 ，P; 为 求 交点 D 时 所 用 的 辅助 平面 。 

(5) 连接 、D， 即 为 所 求 。 

本 题 的 另 一 解 题 过 程 可 以 是 ， 在 适当 位 置 任 作 一 辅助 超 平面 上 43， 并 求 它 与 4BC 的 交 
线 。 由 于 所 作 BD 必须 与 该 交 线 平行 ， 因 此 过 B 作 直线 平行 于 上 述 交 线 也 可 求 得 BD。 

例 2 已 知 4B.1.BC， 求 C，( 图 5-26)。 

解 : 

(1 过 站 作 辅助 超 平面 T 上 43， 则 BC 必定 在 TT 内。 图 中 BM 和 MN 为 作 人 时 所 腊 
的 辅助 线 。 


SS 
NN SK/ 


1 / LA 


图 5-26 已 知 两 直线 垂直 求 其 投影 图 5-27 过 点 作 平 面 与 已 知 平面 绝对 垂直 《一 》 


《2 ) 根据 超 平面 内 取 点 的 方法 ， 求 ce。 其 体 作 图 步骤 是 ， 延 长 BC, 与 基线 交 于 已， 
即使 点 EE 位 于 rers 迹 面 上 ， 并 延长 B.C,， 由 EB, 求 得 EE,。 再 另 作 辅助 线 (BR)，(E:PF:1/ 基 
线 、 EsFs/ rs)， 求 得 E;o 

(3 ) 连接 B,、E,， 使 可 确定 C，。 

四 、 两 平面 绝对 告 直 

人 研究 四 维 空间 中 两 平面 绝对 垂直 的 有 关 作 图 问题 ， 不 仅 有 助 于 加 深 理解 四 维 几 何 学 中 有 
头 两 平面 绝对 垂直 的 定理 和 概念 ， 而 且 还 可 以 简化 某 些 作 图 ， 尤 其 在 解决 几何 元 素 之 闻 的 度 
其 问题 中 有 着 广泛 的 应 用 。 

在 两 平面 绝对 垂直 的 问题 中 ， 过 已 知 点 作 平 面 与 已 知 平 面 绝对 重 直 是 一 个 重要 而 有 用 的 
基本 作 图 方法 。 现 具体 介绍 如 下 ， 

设 已 知 平面 a (4BC) 及 定点 到 ， 要 求 过 乒 作 平面 6 与 = 绝对 秋 直 。 

方法 1 ， 在 已 知 平面 上 任 取 两 相交 直线 ， 然 后 过 点 正 作 两 超 平面 分 别 与 上 述 两 让 交 直 
线 牌 直 ， 两 超 平 面 的 交 平 面 即 为 所 求 ， 具 体 作 图 步骤 如 下 (图 5-27)， 

《1》 在 适当 的 位 置 处 作 超 平 面 T、@ 分 别 脖 直 于 4B、AC。 

《2) 求 出 T 与 8&8 的 交 平 而 DEF。 

. 《3 ) 过 KK 作 平 面 与 DEF 平行 。 为 此 ， 过 分别 作 KG 平行 于 DB ，K 且 平行 于 DF。 
由 kG、KHH 所 决定 的 平面 8 即 为 所 求 。 
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(4) 求 a 与 的 交点 ， 即 得 生 足 (图 中 省 略 )。 
方法 2; 包含 已 知 平面 4 任 作 两 辅助 超 平 面 ， 然 后 过 定点 作 两 直线 分 别 垂直 于 上 述 两 回 
助 超 平面 ， 则 两 垂 线 所 决定 的 平面 即 为 所 求 。 具 体 作 图 步骤 如 下 ，( 图 5-28) 


7T2 


图 5-28 过 点 作 平面 与 已 知 平面 绝对 垂直 〈 二 ) 
《1) 分 别 求 出 平面 a 上 直线 4B、BC 与 ;的 交点 D、B, 而 点 4 嗓 是 4B 与 5; 的 交 


点 。 


《2 ) 连接 轧 、E， 并 延长 ， 求 出 DE 与 +:、X; 的 交点 N、S， 即 为 平面 ax 与 和 xs、 和 rs 
的 交点 。 表 连 楼 仿 、4 并 延长 ， 求 出 它 与 zi 的 交点 烧 ， 即 是 平面 e 与 x; 的 交点 。 

(3) 在 基线 上 适当 位 置 到 点 U0、 广 ， 并 分 别 与 了 MM、N、S 相 连接， 以 作出 包含 平面 a 
的 两 超 平面 了 T、Q ， 其 中 ，UM、UN、US 邑 分 别 为 TJ、7T2、?s3 而 VM、VN、VS 即 分 别 : 


为 of， oas、aa。 

《4) 过 点 KK 分 别 作 T、8 的 垂 线 反 C、 
KH， 由 KG、KH 所 决定 的 平面 h 即 为 所 

方法 3， 由 定理 2 可知， 若 c 祥 6， 山 

它们 在 各 投影 空间 的 超 投影 相互 垂直 ， 即 
(ap aa) YY (BB) aa) YX 
(8 )。。 具 体 作 图 步骤 如 下 ， (图 5-29) 

(1 ) 在 平面 4BC 上 取 直 线 4D 17 zw 
BE Es CF) LE,, 

《2) 在 5 中 ,过 (KK,) 作 (KG)1 (4BC)i。 
其 中 ，K:G; 上 A;:Dss KsGs 1 CsF，。 根 据 定 
理 1 可知， 要 使 KG 垂直 于 4BC 上 的 所 有 


用 5-29 过 点 作 平面 与 已 知 平 面 绝对 短 直 《三 》 
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直线 ，KG 必须 平行 于 Zi， 即 大,G: 平 行 于 基线 。 

(3) 在 zZ, 中 ， 过 天 , 作 (KT),L(4BC):。 其 中 ,KE LB:BE: 天 CiPi。 同 理 ， 
要 使 KH 垂直 于 4BC 上 的 所 有 直线 ， 一 瑟 必须 平行 于 2 
即 天 ,万 平行 于 基线 。 

(4) 所 求 平面 h， 即 由 两 相交 直线 KG、KH 所 确 
定 。 

如 果 已 知 平面 < 垂直 于 一 投影 空间 ， 过 点 K 作 平面 
.Ya 的 作 图 方法 如 图 5-30 所 示 。 图 中 , 已 知 平面 a 
《4BC) 4 51， 则 过 KK 所 作 平面 h 必须 平行 于 5,， 具 体 作 图 
步 又 如 下 ， 

(1) 过 K; 作 KsGsL 42Cs( 或 4.Bs)，K G1、 KsGs 
均 平 行 于 基线 。 

《2) 过 五 :, 作 天 万 ,| 4,C;( 或 4,B,),， Ki1H,、K,H， 图 5-30 过 点 作 平 面 与 已 知 平面 
均 平行 于 基线 。 绝对 垂直 《四 ) 

(3) 由 KG、KH 两 相交 线 所 决定 的 平面 即 为 所 求 。 

五 、 直 线 垂 直 平 面 

在 四 维 空间 中 ,直线 熏 直 于 平面 一 般 是 交错 的 , 即 直线 与 平面 既 不 平行 又 不 相交 。 由 四 维 
几何 学 可 知 ， 过 定点 作 直 线 垂直 于 已 知 平面 可 有 无 穷 多 个 解 。 即 过 一 定点 与 已 知 平面 垂直 的 
所 有 直线 ， 组 成 一 个 平面 ， 它 与 已 知 平 面 绝 对 垂直 。 应 指出 ， 这 个 概念 在 具体 作 图 中 是 很 重 
要 的 。 1 

六 、 平 元 垂直 超 平 面 

根据 四 维 几 何 学 中 平面 垂直 于 超 平面 的 有 关 定 理 ， 可 以 归纳 出 平面 垂直 于 超 乎 面 的 作 图 
依据 是 : 若 一 平面 包含 了 一 超 平面 的 垂 线 ， 或 一 超 平面 包含 了 一 平面 的 绝对 垂直 平面 ， 则 平 
面 与 超 平面 垂直 。 一 

据 此 ， 关 于 平面 垂直 于 超 平面 中 存在 唯一 解 的 基本 作 图 步骤 有 以 下 两 种 情况 ， 

(1) 若 已 知 直线 不 垂直 于 已 知 超 平面 ， 则 过 该 直线 可 以 作出 唯一 的 平面 与 已 知 超 平面 
垂直 。 其 作 图 过 程 是 ， 过 已 知 直 线 上 任意 一 点 ， 作 一 直线 垂直 于 已 知 超 平面 ， 则 它 与 已 知 直 
线 所 确定 的 平面 即 为 所 求 。 

《2 ) 若 已 知 直线 与 已 知 平面 不 垂直 ， 则 过 该 直线 可 以 作出 唯一 的 超 平面 垂直 于 已 知 平 
面 。 其 作 图 过 程 是 ， 过 已 知 直线 上 任意 一 点 ， 作 一 平面 与 已 知 平面 绝对 垂直 ， 则 所 作 平 面 与 
已 知 直线 所 确定 的 超 平面 即 为 所 求 。 

七 、 超 平面 委 直 超 平 面 

车 已 知 平面 与 已 知 超 平面 不 垂直 ， 则 过 该 平面 可 以 作出 唯一 的 超 平 面 与 已 知 超 平 面 垂 
直 。 其 作 图 过 程 是 ， 过 已 知 平面 上 任意 一 点 ， 作 一 直线 垂直 于 已 知 超 平面 ， 则 该 直线 与 已 知 
平面 所 确定 的 超 平面 即 为 所 求 。 


第 五 六 综合 问题 分 析 
在 四 维 空间 中 ， 几 何 元 素 间 相 对 位 置 的 综合 问题 的 解 题 分 析 方法 必须 建立 在 四 维 几 何 学 
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的 基础 二，， 否 则 ， 很 容易 产生 错误 的 结论 。 例 如 ,在 三 维 空间 中 ,过 一 点 可 引 一 直线 与 两 交错 : 
直线 均 相 交 ， 而 在 四 维 空 间 中 ， 同 样 问题 是 否 有 解 呢 ? 图 5-31 中 ,已 知 点 KK ,直线 4B.CD， 
它们 不 共存 于 一 三 维 空间 。 昌 然 扩 点 与 CD 可 构成 一 平 
面 ， 即 过 天 可 引 无 数 条 直 线 与 CD 相 交 ， 但 由 于 平面 
KCD 与 直线 48B 不 共存 于 一 三 维 空间 ， 因 此 直线 48 与 
平面 KCD 不 存在 交点 ， 所 以 本 题 无 解 。 如 内 把 KK 与 
AB 也 连 成 一 平面 ， 此 时 KK48 与 KCD 只 有 一 个 交点 ， 
即 它 们 相交 于 KK。 
例 1 如 图 5-32 所 示 ， 过 点 K 作 直线 KMN， 与 已 
知 直线 4B 交 于 计 ， 并 与 平面 CDE 交 于 N。 设 K 、48B 
及 CDE 不 共存 于 同一 三 维 空间 。 
解 : 
过 点 KK 与 平面 CDE 相交 的 直线 的 集合 是 一 个 超 平 
面 ， 即 由 KCDE 所 确定 的 超 平面。 过 K 与 直线 48 相交 的 直线 的 集合 是 一 个 平 耐 ， 即 出 
KA4B 所 确定 的 平 面 。 因 此 ， 上 48 与 KC DE 相交 所 得 的 交 线 即 为 所 求 直 线 KMHN 。 这 一 解 
题 方法 还 可 简化 为 ， 点 K 与 CDE 构成 一 超 平面 KCDE， 求 出 4B 与 KCDE 的 交点， 天 与 
所 得 的 交点 相连 接 ， 妓 为 所 求 ， 具 体 作 图 步骤 如 下 ， 
(1》K 与 CDE 相连 接 ， 构 成 一 超 平面 KCDE。 
《2) 过 48 作 和 辅助 超 平面 T(Lx,)， 求 出 48 与 KCDE 的 交点 导 。 
(3) 连接 KK 、 村 ， 并 延长 ， 由 于 KM 与 CDE 共存 于 一 超 宁 面 KCDE 内 ， 如 果 它们 
不 平行 ， 则 必然 有 交点 ， 而 且 可 按 三 维 画 法 儿 何 的 方法 进行 作 图 。 图 中 Qs 为 求 交 点 时 所 作 
的 辅助 面 ， 求 出 其 交点 W， 则 直线 KMN 即 为 所 求 。 
例 2 


图 5-31 综合 题 分 析 〈 一 ) 


万 了 . 


图 5 32 ”综合 题 分 析 (二 ) 图 5-33 ”综合 题 分 析 (三 》 


88 


刀 。 设 4B 次 T。 
解 : 
过 KK 并 与 超 平面 了 平行 的 直线 的 集合 是 一 超 平 面 。 该 超 平面 既 过 KK 又 平行 于 T， 因 此 ， 
求 出 48 与 上 述 超 平面 的 交点 ， 并 与 相连 接 ， 妈 为 所 求 。 具 体 作 图 步 又 如 下 ， 
(C1) 过 KK 作 辅 助 超 平面 A 下， 图 中 KM、MN 为 作 A 时 所 用 的 辅助 线 。 
《2) 过 48 作 辅 助 超 平 面 8 (LI,), 8 与 A 的 交 平 面 为 GHI， 它 与 48 的 交点 也 即 为 
AB 与 A 的 交点 。 | 
(3) 连接 KK 、D， 邑 为 所 求 。 
例 3 如 图 5-34 所 示 ， 过 点 K 作 直线 KM， 使 其 弃 平 行 于 已 知 超 平 画 人 下、 又 垂直 于 已 
知 平面 4BC， 并 使 M 位 于 了 内。 


图 5-34 综合 题 分 析 由》 


解 : 
《1) 过 K 并 与 4BC 垂直 的 直线 的 集合 是 一 平面 ， 该 平面 与 4BC 绝对 垂直 。 为 此 ,过 
下 作 平 面 KGHYABC。 
(2) 求 出 KGH 与 了 的 变 线 LN。 . 
(3) 过 K 作 KMJLN， 并 使 M 位 于 5 内 ， 则 KM 即 为 所 求 。 


第 六 章 ”投影 空间 的 变换 及 其 应 用 


为 了 简便 地 解决 四 维 空间 中 一 些 定位 问题 和 度量 问题 ， 可 采用 变换 投影 空间 的 方法 来 改 
蛮 玫 何 元 素 与 投影 空间 〈 或 投影 面 ) 的 相对 位 置 ， 使 四 维 空 间 中 的 几何 元 素 处 在 有 利于 解 题 
的 位 置 。 


第 一 节 ”基本 概念 和 方法 


一 、 基 本 概念 、 

所 谓 变换 投影 空间 ， 就 是 几何 元 素 在 四 维 空间 中 的 位 置 保持 不 变 ， 遂 过 变换 投影 空间 ， 
政变 几何 元 素 与 投影 空间 的 相对 位 置 ， 以 达到 有 利于 解 题 的 目的 。 

1。 投 影 空间 的 变换 

变换 投影 空间 时 ， 每 次 变换 一 个 投影 空间 。 如 图 6-1 中 ,， 原 体系 为 2,/，5,、Zs， 现 设 
Z:、zZ, 不 变 ， 以 建立 新 的 投影 空间 Eu 蔡 搞 3， (规定 ，Dii 表示 i 第 一 次 变换 后 的 投影 空间 
并 以 5 了 .一 Bu 表示 新 投影 空间 Di 替换 原 投影 空间 0 。 上 述 变 换 中 ， 由 (3 5s、55) 一 (Zi 
Z:、5,)， 变 换 后 ，Zu 与 BR:、Z。 仍 互相 笋 直 。 

同样 ，2:、3:、2 可 变换 成 24、Z2、zD 或 Pl、Ps、Dsi 

投影 空间 的 变换 ， 可 以 根据 需要 连续 多 次 进行 ， 如 (Zi、 Ls Eo) (Li, Ba, Ls) > (Pi, 
Es Esa) (Et, Less Tea) …… 等 。 

2， 投 影 面 的 变换 

变换 投影 空间 时 ， 两 不 变 投影 空间 所 确定 的 投影 面 不 变 ， 而 新 投影 空间 与 两 不 变 投 影 空 
他所 确定 的 投影 面 均 改 变 。 现 以 (ZF4、Zs、Zs) 下 (Zn、EzsPs) 为 例 ( 见 图 6-1)。 由 于 工 ,、 
Zu 不 变 ， 所 以 x: 不 变 。 而 ED 时 ， 丰 >To Ti 一 Ti 《X21、Tal 分 别 表示 x,、Xs 的 第 
一 次 变换 )。 

3， 基 线 的 变换 

由 于 基线 RL 是 诛 体 系 中 三 个 投影 空间 的 交 线 ， 因 此 当 投 影 空间 变换 后 ， 基 线 也 随 着 改 


图 6-1 变换 投影 空间 的 示意 图 图 6-2 点 变换 时 的 示意 图 


/ 
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变 。 如 (Z,、2:、zZ) 一 (Zi、Z:、Z) 时 ， 它 的 基线 由 RL 变换 为 RL，( 下 标 工 表示 基 线 的 
第 一 次 变换 )， 如 图 6-1 所 示 。 

4， 坐 标 及 超 投 影 的 变换 

投影 空间 变换 时 ， 四 维 空间 中 点 4 与 新 投影 空间 的 距离 也 随 着 改变 ， 而 点 与 不 变 投影 空 
癌 的 距离 仍 不 变 。 如 图 6-2 中 ，(Z、Z:、Zs) ->(Pn、Zz、Zs) 时 ， 点 4 到 5。、Z; 的 距离 
不 变 ， 即 4 的 >、z 坐标 不 变 ， 因 此 点 4 在 3:、zZ, 中 的 超 投影 (4):、(4): 不 变 ! 而 点 4 
到 2, 的 距离 改变 ， 即 4 的 x 坐标 变 为 x,， 因 此 4 在 ,中 的 超 投 影 4 变 为 4 在 zi 中 的 超 
投影 A411。 

应 当 指 出 ， 在 上 述 变换 投影 空间 时 ， 点 4 到 5, 的 距离 4 也 可 随 之 而 改变 。 

5， 投 影 的 变换 

图 6-2 中 ， 当 (xi、xz、xs) 一 (Ti、Tosi、Xsi)》 时 ， 相应 的 投影 也 随 之 而 改变 ， 即 ( 4、 
有 2、A3) 一 (A1、Azt、A41)， 其 中 ，As1:、Asi 表示 4;:、As 第 一 次 变换 后 的 新 投影 ， 4 称 为 
不 变 投 影 。 

二 、 点 的 变换 及 其 变换 规律 

图 6-3 中 ，4:、4>、4 为 原 体 系 中 的 投影 ，RL 为 原 基 线 。 现 设 (5,、7s、Z:) -= (Ti、 
Z:、Za)，RIL: 为 新 基线 ，BRL: 上 所 加 “短线 ”表示 在 新 体系 中 该 区 域内 的 坐标 值 为 负 值 。 
其 选取 的 原则 以 尽量 减少 幅面 上 图 线 的 交错 或 重重 为 前 提 。 应 注意 ， 在 新 体系 中 各 投影 坐标 
值 的 正 负 ， 与 变换 前 保持 不 变 。 图 中 ， 由 于 5 一 5a， 所以 4 为 不 变 投 影 ，A 到 RL, 的 距 
离 > 为 4 到 Za 的 距离 。 为 求 得 新 投影 41,、A:,， 由 A 引 RL, 的 季 线 ， 并 根 据 不 变 坐标 
x 、y 的 大 小 和 正 负 ， 在 所 作 竺 线 上 量 取 ， 得 A1,、A21。 

如 果 再 进 各 第 二 次 变换 ， 设 由 (2，、 工 :、 E30) (5,, Les、 E31), 即 表 示 第 二 次 变换 中 ， 
2 、Zs: 不 变 ， 而 了 ->Pss。 此 时 ，Az1 不 变 ，RL; 为 第 二 次 变换 后 的 基线 ， 由 不 变 投 影 4 
向 RL; 引 垂 线 ， 并 根据 41,/、A, 到 RL 的 距离 * 、z!〈 均 为 正信 ) 量 得 4s、4,。( 均 表示 
第 二 次 变换 中 的 新 投影 )。 

如 果 需 要 更 多 次 变换 投影 空间 ， 其 作 图 原则 和 方法 均 相同 。 

现 将 点 的 投影 变换 规律 归纳 如 下 : 

《1) 在 新 体系 中 的 三 个 投影 的 连 线 垂 直 于 新 基线 。 
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(2) 变换 投影 空间 时 ， 决 定 新 投影 空间 的 两 个 投影 面 上 的 投影 也 随 着 改变 。 但 是 ， 新 
投影 到 新 基线 的 距离 不 变 。 不 变 投影 到 新 基线 的 距离 反映 点 到 新 投影 空间 的 距离 。 

设 原 三 个 投影 空间 为 E1、5j、EBs， 当 了 Dn 时 ，(A)j 了 (A)jw 即 4A Asia 
由 于 Pi、54 不 变 ， 因 此 4 不 变 。 

《3 ) 新 体系 中 各 投影 的 坐标 值 的 正 、 负 ， 应 与 变换 前 保持 不 变 。 

例 试 通过 变换 ， 使 点 4 在 新 体系 中 位 于 5 了 51。 

解 : 
点 4 在 新 体系 中 位 于 工 ::， 即 通过 变换 使 4 到 Du; 的 距离 为 零 。 另 外 ， 当 5 一 Es 时 ，A， 
为 不 变 投影 。 因 此 ，RL: 的 设立 应 通过 4s， 并 求 出 新 投影 4,,、4As1， 如 图 6-4 所 示 。 

图 6-4 中 ， 还 表示 了 进行 第 二 次 变换 投影 空间 的 情况 ， 即 使 4 位 于 新 投影 面 xs 上 ， 也 
就 是 使 4 既 位 于 Za、 又 位 于 zx*。 此 时 ， 不 变 投 影 为 4， 并 使 RL。 通 过 4s， 再 求 得 新 投 
影 4j*、4ss。 此 时 ，4s: 与 RL; 重合 。 


第 二 节 ”直线 的 投影 变换 


直线 的 投影 变换 ， 实 际 上 是 变换 直线 上 任意 两 点 的 投影 。 

一 、 直 线 的 基本 变换 

1。 一 般 位置 直 线 变换 成 平行 于 某 一 新 投影 空间 

图 6-5 中 ，4 为 一 般 位 置 直 线 。 如 设 4B zs， 则 应 使 不 变 投影 4sB, 到 新 基 线 RL， 
的 距离 相等 ， 即 使 4,B, / RL,， 再 按 投影 变换 规律 求 得 4tB、-4z:B:,。 此 时 ，4B 在 新 体 
系 5,、Fz、Zs: 中 平行 于 Bot。 因 此， 由 一 般 位 置 直线 变换 为 平行 于 一 新 投影 空 间 ， 只 需 变 
换 一 次 。 

2， 一 般 位 置 直线 变换 成 平行 于 一 新 投影 面 

要 使 一 般 位 置 直线 变换 成 平行 于 某 一 投影 面 〈 或 垂直 于 一 新 投影 面 )， 也 就 是 使 该 直线 
平行 于 确定 该 投影 面 的 两 个 投影 空间 。 为 此 ， 需 要 变换 两 次 ， 第 一 次 使 直线 平行 于 -一 新 投影 
空间 ， 第 二 次 使 直线 又 平行 于 另 一 新 投影 空间 。 

图 6-6 为 变换 一 般 位置 直 线 4B， 使 其 平行 于 x 的 具体 作 图 步 又 。 


外 6-5 直线 的 基本 变换 (一 ) 图 6-6 直线 的 基本 变换 (二 ) 
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第 一 次 变换 ， 由 (5Z4、Z:、5) 一 (D1、E、Z 了 ot)、RL1f ABs， 并 求 得 新 投影 4uBit、 
A21Bz1， 此 了 时，AB Eso 
第 二 次 变换 ， 由 (E51、P 了 2、Zs1) 一 (D1:、Z 了 oe、Bst)，RLs 1 A11.B1s 并 求 得 新 投影 4,: Ba、 
4,28s:。 两 次 变换 后 ， 使 4B 平行 于 Zsi 与 Zia 所 确定 的 投影 面 ras。 亲 此 , 4::B:: 反映 48 的 
实 长 。 
一 直线 车 垂直 于 一 投影 面 ， 
出 必然 平行 于 与 该 投影 面 绝对 重 
直 的 另 一 投影 面 。 因 此 ， 由 一 般 
位 置 直线 变 为 虱 直 于 一 投影 面 ， 
也 需要 变换 两 次 ， 其 具体 作 图 步 
马 见 图 6-6， 
第 一 次 变换 ， 使 4B 了 5s1。 
第 二 次 变换， 由 (2,、2:、 
E31) > (Ts Lo D1)， 作 RL;L 
A11B1， 使 4,2B3; 成 为 一 点 ， 即 
-4 也.j Xs, 
3。 一般 位 置 直线 变换 成 垂 
直 于 一 新 投影 空间 
显然 ， 直 线 由 平行 于 一 投影 面 变 为 垂直 于 一 新 投影 空间 ， 和 需 变换 一 次 如 图 6-7 a 所 示 。 
因此 ， 由 一 般 位 置 直线 变 为 垂直 于 一 投影 空间 , 需 变换 三 次 ， 具 体 作 图 步 又 如 图 6-7b 所 示 。 
其 中 ， 第 一 次 变换 ， 使 AB 1 Ls1s 第 二 次 变换 ， 使 AB LA 第 三 次 变换 ， 由 (ZL12, D2s 
Z:)-(Zia、Zs、Ds0)，RL: 上 4:B:， 即 4BTZ::。 此 时 ，4iBis、4ssBs 均 为 点 。 
二 、 投 影 空间 变换 时 的 简化 作 图 
为 了 说 明 简 化 作 图 方法 ， 现 将 图 6-7 b 中 的 作 图 过 程 用 图 6-8 中 的 “框图 ” 表 示 ， 具 体 
说 明 如 下 ，. 
第 一 次 变换 时 ，A44Bu (在 “框图 ”中 以 “11” 表 示 ， 下 同 ) 是 根据 4:、B 间 的 坐标 
值 之 差 Ax 确定 4、Bsi 是 根据 4:、B: 间 的 坐标 值 之 差 Ay 确定 。 在 第 二 次 变换 时 , A422B; 
是 根据 4,,B1 的 坐标 秆 之 差 (也 是 4y) 确定 。 这 说 明 在 第 一 次 变换 中 ,如 果 未 作出 
Az1B:1， 而 在 第 二 次 变换 中 根据 4:B。 的 坐标 值 之 差 Ay 也 可 确定 4,2B。 
同 理 ， 由 于 AsB: 到 RL 的 距离 z， (或 坐标 差 ) 和 4,28,: 到 RL; 的 距离 (或 坐标 差 ) 相 
等 ， 因 此 在 第 三 次 变换 中 确定 4，3Bss 时 ， 即 使 在 第 二 次 变换 中 未 作出 4,2B,，， 也 可 由 4,8， 
到 RL: 的 距离 z: 来 确定 。 以 上 即 是 投影 变换 中 简化 作 图 的 依据 。 由 此 类 推 ， 可 将 上 述 简化 
作 图 方法 用 于 更 多 次 的 变换 中 。 
图 6-9 是 图 6-7 的 简化 作 图 。 为 了 适应 简化 作 图 方法 的 需要 ， 对 一 些 基 线 符 号 、 投 影 名 
称 等 的 规定 如 下 ， 四 
《1) 原 基 线 RL 省 略 ， 设 RL,、RL; 分 别 为 4Bi、-A4aBas 的 基线 。 第 一 次 变换 时 的 基 
线 为 RLa。 
(2) 在 简化 作 图 时 ， 由 于 不 考 弄 坐标 的 正 负 ， 央 此 在 基线 上 可 省 路 区 分 正 贫 的 标记 。 
《3) 第 一 次 变换 时 所 得 的 新 投影 用 44B, 表示 ， 第 二 次 变换 时 所 得 的 投影 用 4。B, 表 


图 6-7 直线 的 基本 变换 (三 》 
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示 ， 依次 类 推 。 . 

在 图 6-9 中 ， 可 进一步 看 出 ， 在 简化 作 图 时 新 投影 和 原 投影 之 间 存 在 着 以 下 关系 ， 

设 四 维 空间 中 的 几何 元 素 为 点 D， 第 4 次 变换 时 所 设置 的 基线 为 RLs+s， 所 得 的 新 投影 
为 Dts， 它 由 投 影 Dp. 到 RL, 的 距离 (或 坐标 差 ) 所 确定 ， 即 ， 


图 6-8 简化 作 图 的 原理 图 图 6-9 直线 变换 的 简化 作 图 


投影 D,， 由 投影 D, 到 RL, 的 距离 (或 坐标 差 ) 所 确定 。 
投影 D,， 由 投影 Da 到 RL, 的 距离 (或 坐标 差 〉 所 确定 。 


投影 Dio， 由 投影 D, 到 RL, 的 距离 《或 坐标 差 ) 所 确定 。 

上 述 简 化 作 图 方法 的 优点 是 ， 可 减 化 作 图 线 ， 图 线 无 重 释 ， 作 图 时 不 必 考 虑 坐标 的 正 
负 。 缺 所 是 ， 由 于 省 略 了 一 些 投影 ， 因 此 在 变换 过 程 中 几何 元 素 与 投影 空间 〈 或 投影 面 ) 的 
相对 位 置 的 变化 情况 ， 不 能 清楚 地 反映 出 来 ， 这 就 给 初学 者 造成 一 定 的 困难 。 

简化 作 图 方法 也 可 应 用 于 平面 及 超 平面 的 投影 变换 中 。 


第 三 节 平面 的 投影 变换 


一 、 一 般 位 置 平面 变换 成 半 垂 直 于 一 新 投影 面 

要 使 平面 由 一 般 位 置 变 换 成 半 蛋 直 于 一 新 投影 面 〈 或 半 平 行 于 一 新 投影 面 )， 只 要 变换 
平面 上 一 直线 ， 使 其 垂直 于 一 新 投影 面 即 可 。 由 直线 的 基本 变换 方法 可 知 ， 如 果 在 平面 上 所 
取 的 辅助 线 平 行 于 一 投影 空间 ， 则 只 需 变换 一 次 ， 可 使 该 辅助 线 牌 直 于 一 新 投影 面 。 内 此 ， 
由 一 般 位 置 平 面 变 为 亚 直 于 一 新 投影 面 〈 或 半 平 行 于 一 新 投影 面 )， 只 需 变换 一 次 。 

轩 6-10 中 ，ABC 为 一 般 位 置 平 面 ， 取 辅助 给 4D J 5,， 并 设 RL, 1 4 D,， 可 求 得 新 投 
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影 421BziCzi 为 一 直线 ， 即 4BC xs (图 中 右 方 )。 如 果 另 设 RL AsD。( 图 中 下 方 ;， 则 使 
4DV rn， 根据 平面 半 平 行 于 投影 面 的 定义 
可 知 ，4BC 半 平 行 于 foo 

二 、 一 般 位 置 平 真 变 换 成 平行 于 一 投影 
空间 

从 图 6-11a 中 可 看 出 ， 平 面 由 半 垂 直 
于 一 投影 面 变 为 平行 于 一 投影 空间 ， 只 需 变 
换 一 次 。 因 此 ， 平 面 由 一 般 位 置 变 为 平行 于 
一 新 投影 空间 ， 需 变换 两 次 ， 图 6-11 b 为 
其 具体 作 图 步 又， 

(1)》 在 4BC 上 取 畏 助 线 CD /5,。 

(2) 第 一 次 变换 时 ， 取 RL 上 CD， 
使 4BC 半 垂 直 于 ii。 

(3) 第 二 次 变换 时 ， 作 RL /41 Bu 
Cu 使 4BC f 5 

三 、 一 般 位 置 平面 变换 成 委 直 一 新 投影 空间 

如 果 使 平面 上 的 一 直线 ， 变 换 成 垂直 于 一 新 投影 空间 ， 则 此 平面 重 直 于 该 投影 空间 。 岂 
直线 的 基本 变换 方法 可 知 ， 如 有 果 在 平面 上 所 取 的 辅助 线 平 行 于 一 投影 空间 ， 则 只 需 变换 两 
次 ， 即 可 使 上 述 辅助 线 垂 直 于 一 新 投影 空间 。 图 6-12 为 一 般 位 置 平面 变换 成 垂直 于 一 新 投 
影 空间 的 具体 作 图 步骤 ， 


图 6-10 平面 的 基本 变换 (一 ) 


b) 


图 6-11 平面 的 基本 变换 (二 》 


(1)》 在 4BC 上 取 辅 助 线 CD /5 
《2》 作 RL1/CsD,， 使 4BC 半 平 行 于 xi。 
《3》 作 RL:] CDs, 使 ABCJ Es。 
四 、 一 般 位 置 平面 变换 成 既 半 平行 又 半径 直 于 一 新 投影 面 
如 果 平 面 上 有 一 直线 wn 平 行 于 一 投影 面 ， 而 平面 上 另 一 直线 又 重 直 于 用 一 投影 面 ， 则 
上 述 平面 妖 半 平行 又 半 垂 直 于 该 投影 面 ， 并 且 mw 必定 垂直 于 。 
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贸 6-12 平面 的 基本 变换 (三) . 图 6-13 平面 的 基本 变换 (四 ) 


图 6-13 为 平面 由 一 般 位 置 变换 为 既 半 平行 又 半 垂 直 于 一 新 投影 面 的 具体 作 图 步 又 ， 
(1) 在 A4BC 上 取 辅 助 线 4D1/z:, 为 了 在 4BC 上 方便 地 作出 另 一 辅助 线 BE(14D)， 


图 6-14 平面 的 基本 变换 (五 》 


v6 

通过 投影 变换 使 4Df/ Xx。 

(2) 另 作 RL BsEs， 使 BEf5,:， 而 4D 在 该 体系 中 平行 于 2:。 由 于 4D14BE, 因 
此 A412Dis_L B1B 2 

(3) 作 RL BizEl:， 通 过 变换 使 4D 在 该 体系 中 垂直 于 rs， 并 使 BE 平行 于 xza。 

因此 ，A4BC 嗓 半 平行 于 x,,，， 叉 半 穆 直 于 xxa。 

五 、 一 般 位 置 平面 变换 成 平行 于 一 新 投影 面 

一 平面 平行 于 一 投影 面 , 即 平行 于 确定 该 投影 面 的 两 个 投影 空间 。 因 为 由 一 般 位 置 平面 变 
为 平行 于 一 投影 空间 ， 需 变换 两 次 ， 所 以 一 般 位 置 平面 变 为 平行 于 一 新 投影 面 ， 需 要 变换 四 
次 。 其 具体 变换 过 程 是 ， 一般 位 置 一 半 牌 直 于 一 投影 面 二 平行 于 一 投影 空间 -> 既 平 行 于 一 投 
影 空 间 又 垂直 于 另 一 投影 空间 -平行 于 一 投影 面 。 上 具体 作 图 步骤 见 图 6-14“ 1 ”所 示 ， 

第 一 次 变换 ， 先 在 4BC 上 到 和 畏 助 线 4DJE,， 并 作 RL1L A4;Ds， 使 4BC 半 垂 直 于 ra 

第 二 次 变换 ，RL:/ 4,BsCit， 使 4BC Es。 

第 三 次 变换 ， 在 4BC 上 另 作 辅助 线 BEf/7,:， 并 使 RLsLBsE:， 使 4BC 既 平行 于 
22、 叉 垂直 于 Z。 应 指出 ， 这 一 作 图 步 又， 在 平面 变换 中 被 广泛 的 应 用 。 

第 四 次 变换 ，RL,f As3BaaCss， 使 4BCYX。 此 时 ，AuWBuCu 有 反映 4BC 的 实 形 。 

击 一 般 位 置 平面 变换 成 平行 于 一 新 投影 面 ， 还 可 按 下 述 步 又 进行 ， 一 般 位 置 ~* 半 平行 于 
一 投影 面 一 垂直 于 一 投影 空间 习 既 垂直 于 一 投影 空间 、 又 平行 于 另 一 投影 空间 一平 行 子 一 投 
影 面 。 具体 作 图 步 又 见 图 6-14“ 工 ”所 示 : 

第 一 次 变换 ，RIL1f 4;Ds， 使 48C/ /x 

第 二 次 变换 ，RL:L4,Di 使 4BC TD。- 

第 三 次 变换 ，RL,s/f .4:2BzzCss， 使 4BC 既 
垂直 于 51,。、 又 平行 于 Rs。 . 

第 四 次 变换 ， RL,I A4ssBssCss， 使 4B8C 
jxu。 因此，AuBuCu 上 反映 4BC 的 实 形 。 

图 6-14“ 百 ”为 一 般 位 置 平面 4BC ， 经 
过 四 次 变换 后 ， 与 一 新 投影 面 绝对 垂直 。 其 中 
前 三 次 变换 与 “I ”中 前 三 次 变换 相同 ， 第 四 
次 变换 时 ， 使 RL LAssBssCss。 此 时 , Az BasCa 
为 一 点 ， 团 4BCxa。 显 然 ， 如 果 前 三 次 变 
换 与 “1 ”部 分 中 前 三 次 变换 相同 ， 语 第 四 次 
变换 时 ， 使 REL4 .4ssBssCss， 也 同样 可 使 4BC 
与 一 新 投影 面 绝对 垂直 。 

图 6-15 为 一 般 位 置 平面 变换 为 平行 于 一 
六 [区 影 面 或 与 一 新 投影 面 绝对 垂直 时 的 简化 作 

在 图 6-15 “T” 中 ，RL:Y 43D RL 
ADs RLs/ AsB;Cs RLef 4 BCces， 最 后 得 
-47B7Cr 反映 4BC 的 真 形 。 

在 图 6-15《“ 卫 ”人 中， 前 三 次 变换 与 “1” 图 6-15 平面 基本 变换 的 简化 作 加 
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中 前 三 次 变换 相同 。 在 第 四 次 变换 中 ，RLe 上 4oBsce。 在 第 五 次 变换 中 ，RL, 寺 4rprc;， 最 
后 得 -4aBaCs 为 一 点 。 


第 四 节 ” 超 平面 的 投影 变换 


一 、 一 般 位 置 超 平面 变换 成 息 直 于 一 新 投影 空间 

若 将 已 知 超 平 面 上 一 直线 变换 成 垂直 于 一 新 找 影 空间 ，、 则 该 超 平 面 即 垂 直 于 此 投影 空 
间 。 因 此 ， 超 平面 由 一 般 位 置 变 为 垂直 于 一 投影 空间 所 需 变换 的 次 数 ， 决 定 于 在 已 知 超 平面 
上 所 到 辅助 线 的 位 置 。 显 然 ， 当 超 平 面 上 迹 线 表 示 时 ， 只 需 变换 一 次 ， 即 可 使 超 平面 由 一 般 
位 置 变换 成 垂直 于 一 投影 空间 。 

在 图 6-16 中 ， 已 知 一 般 位 置 超 平面 T， 设 T zi， 即 使 (CD,、Z:、zZ) 一 (Z、Z:、 
5，)。 由 于 2,、5; 不 变 ， 册 不 变 ， 所 以 ri: 不 变 ， 取 RLLri。 为 了 求 出 ra、rs 分 别 
在 tz:、Tt， 上 取 点 4、B， 通 过 变换 使 所 得 的 新 投影 4 、B: 在 RL, 上 ， 而 rz、rs 应 分 别 
通过 4;;/、Byw。 此 时 ，TT Do。 

二 、 委 直 于 一 投影 空间 的 超 平面 变换 成 重 直 于 一 新 投影 面 

一 超 平 面 垂 直 于 一 投影 面 ， 即 垂直 于 确定 该 投影 面 的 两 个 投影 空间 。 因 此 ， 只 要 使 垂直 
于 一 投影 空间 的 已 知 超 平面 通过 一 次 变换 ， 使 它 再 垂直 于 另 一 投影 空间 即 可 。 

在 图 6-17 中 ， 已 知 超 平面 T 上 ， 设 RL, rs (即使 T 又 牌 直 于 22z0), 分 别 在 Tt、 7 
上 取 点 4、B， 变 换 后 ，As1、 Bi 在 RL 上 3 Au 在 tT: 上， 因此 Tt 和 rs: 重合， 而 ra 应 通 
过 B:;。 此 时 ， 超 乎 面 垂直 于 Xs1。 


图 6-16 ” 超 平面 的 基本 变换 〈 一 ) 图 6-17 超 平 面 的 基本 变换 (二 》 


三 、 一 般 位 置 赵 平 面 变换 成 垂直 于 一 新 投影 面 
在 图 6-18 中 ， 超 平面 4BCD 为 一 般 位 置 ， 设 该 超 平 而 由 两 交错 直线 4C、BD 所 确定 。 
如 果 通 过 投影 变换 ， 使 其 中 一 直线 垂直 于 一 投影 空间 ， 另 一 直线 垂直 于 另 一 投影 空间 ， 则 超 
平面 4BCD 垂直 于 上 述 两 投影 空间 所 确定 的 投影 面 。 图 6-18 a 为 说 明 上 述 分 析 的 示意 图 ， 
如 果 4CLZ:， 而 BED， 则 该 超 平面 垂直 于 ,、Z， 所 确定 的 投影 面 x。。 
图 6-18 b 是 用 简化 方法 使 超 平面 4BCD 占 一 般 位 置 变换 成 息 直 于 一 新 投影 面 的 具体 作 
图 步 又 ， 
(1)》 作 RLsfB:D， 由 ABCD 作 出 4BCD。 
(2)》 作 RLBDs， 由 A42BeCsD; 作出 4;BsCsDso 
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(3) 作 RLs B,D， 得 BD。 为 点 ， 即 直线 BD 由 一 般 位 置 变换 成 垂直 于 一 投影 空 
间 。 

(4) 作 RLe/4eco， 
由 .44 了 B4CD4 作 出 4;BrCrDv。 
此 时 ，B1D; 为 一 点 。 

(5) 作 RLi/ A1C'， 
即 4C 变换 成 平行 于 一 投 影 
面 。 此 时 ，A4sCs 、Bs Ds 均 
反映 其 实 长 。 

(6) 作 RLsl| AsC;, 
由 4,B8eCoD, 作 出 4,BeCoD，。 
此 时 ， 直 线 4C 由 一 般 位 置 
恋 换 成 垂直 于 一 新 投影 空 
间 。 但 在 上 述 变 换 中 ，BD 
却 变换 成 不 垂直 于 投影 空 
间 。 


《7) RL, 上 B,D,， 即 


使 BD 再 垂直 于 一 新 投影 空 bD 
间 ， 此 时 ， Ai0BiCio Dio 为 图 6-18 超 平面 的 基本 变换 (三 ) 


一 直线 , 即 超 平面 4BCD 由 一 般 位 置 变换 成 垂直 于 一 新 投影 画 。 


| 
图 6-19” 超 平面 的 基本 变换 (四) 
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男 一 种 解 题 方法 是 运用 两 平面 绝对 惰 直 的 概念 。 我 们 知道 ， 车 两 平面 绝对 垂直 ， 则 包含 
其 中 一 个 平面 的 任 一 超 平 面 必定 乖 直 于 另 一 平面 。 为 此 ， 若 将 已 知 超 平面 上 的 一 个 平面 变换 
成 绝对 垂直 于 一 新 投影 面 ， 则 上 述 超 平 面 也 垂直 于 该 投影 面 。 
图 6-19 是 将 超 平 面 4BCD 由 一 般 位 置 变换 成 垂直 于 一 新 投影 面 的 具体 作 图 步骤 : 
(1 ) 为 了 减少 变换 次 数 ， 在 48CD 内 取 一 特殊 位 置 平面 4EF/ 5。 
〈2) 在 4BEP 上 ， 另 取 辅 助 线 EC/ zs。 在 第 一 次 变换 时 ， 使 RL, LE:G:,， 通 过 变 换 ， 
使 4EF 在 体系 51、Z:、5st) 中 ， 既 平行 于 D, 又 垂直 于 Z,。 此 时 ， 超 平面 上 其 他 各 点 也 
进行 相同 的 变换 。 
(3 ) 设 RL: 4ziEaPs， 进行 第 二 次 变换 ， 使 4EF 在 体系 (5:、Ezs、5s) 路 绝对 
垂直 于 riz。 此 时 ， 超 平面 4BCD 也 生 直 于 x,s， 即 4 了 ,CD，， 为 一 直线 。 
从 上 述 解 题 过 程 中 癌 以 明显 地 看 出 ,运用 两 平面 绝对 垂直 的 概念 , 使 解 题 过 程 大 为 简化 。 


第 五 节 ”变换 投影 空间 在 度量 问题 中 的 应 用 


在 多 维 空间 中 ， 两 个 几何 元 素 间 的 相互 位 置 是 用 距离 和 角度 来 度量 的 。 为 了 在 投影 图 上 
直接 反映 出 所 求 的 距离 或 角度 ， 通 常 可 以 运用 变换 投影 空间 的 方法 ， 以 改变 几何 元 素 与 投影 
空间 (或 投影 面 ) 的 相对 位 置 ， 达 到 便 寺 饼 题 的 目的 。 

一 、 距 离 问 题 

(一 ) 基本 概念 

在 四 维 空间 中 ， 儿 何 元 素 之 间 的 距离 问题 有 以 下 儿 种 情况 ， 

( 1》 全 平行 时 两 几何 元 素 之 间 的 距离 问题 ， 仅 存在 于 直线 与 超 平面 、 平 面 与 超 平 面 及 
超 平面 与 超 平面 之 间 。 由 于 它们 之 闻 公 各 线 的 方向 是 唯一 的 ， 因 此 求 出 它们 之 间 公 垂 线 的 距 
离 ， 即 可 求 得 它们 之 间 的 中 离 。 显 
然 ， 这 类 问题 的 作 图 基础 ， 是 求 点 到 
超 平面 的 距离 。 

《2 》 无 公共 固有 点 和 非 加 有 点 
时 两 几何 元 素 之 间 的 距离 问题 ， 仅 存 
在 于 两 不 共 平 面 的 直线 及 不 共 超 平面 
的 直线 与 平面 之 间 。 通 俗 地 说 ， 它 们 
之 间 既 不 平行 、 又 不 相交 。 这 类 问题 
的 作 图 基础 ， 是 求 点 到 平面 之 间 的 距 
离 。 

( 3 ) 部 分 平行 时 两 几何 元 素 间 
的 距离 问题 ， 仅 存在 于 不 共 超 平面 的 
两 半 平 行 平面 之 间 。 

(二 ) 基本 作 图 

1， 点 与 超 平面 闻 的 距离 

确定 点 与 超 平面 的 距离 时 ， 其 解 
题 方法 是 ， 过 已 知 点 作 直 线 生 直 于 已 图 6-20 求 点 到 超 平面 之 间 的 距离 
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知 超 平面 ， 并 求 出 牌 足 ， 已 知 点 与 牌 足 之 间 的 上 距离 即 为 所 求 点 到 超 平面 之 间 的 距离 。 为 了 位 
全 作 图 ， 可 以 将 已 知 超 平面 变换 成 垂直 于 一 新 投影 面 ， 则 点 到 超 平 商 的 垂 线 必 定 平 行 于 该 投 
影 面 ， 因 此 ， 其 垂 线 在 该 投影 面 上 的 投影 反映 所 求 点 到 超 平面 的 真实 距离 。 

图 6-20 为 求 点 4 与 超 平面 T 之 间距 离 的 具体 作 图 步 缀 ， 

(1) 第 一 次 变换 ，RL,Lr， 即 使 了 上 上 2。 在 r: 上 取 点 也 ,在 rs 上 取 点 C 。 变 的 后 ， 
求 出 Be1、Cs1、Bsat:、Czai， 过 Bail、Csi 分别 作 出 raw、Tst， 而 By、Czi 在 RL 上 (图 中 ， 即 
在 RL 与 RL 的 交点 上 )。 同 时 ， 还 可 求 得 42!、As1。 

《2) 第 二 次 变换 ，RL。| +， 使 T 又 垂直 于 Zz， 即 使 T 惟 直 于 2,,、72s 所 确定 的 投 
影 面 x,。。 图 中 ，Css 到 RL; 的 距离 等 于 C 到 RL 的 距离 ， 过 Css 作出 7 而 Ts 和 rs: 重 
合 。 同 时 ， 可 作出 4,:、4，z。 

《3) 由 A412、Azt 4dss 分 别 向 rs、rz、rsl 作 重 线 , D1:、Dst、Das 为 其 垂 足 的 投影 ， 
Asz:Ds; 的 长 度 即 是 4 到 的 距离 。 

显然 ， 求 直线 与 超 平面 、 平 面 与 超 平 面 、 超 平面 与 超 平面 之 问 的 距离 ， 都 可 以 转化 成 
(或 借助 于 〉 求 点 与 超 平面 之 间 的 距离 。 

2。 点 与 平面 之 间 的 距离 

在 四 维 空间 中 ， 求 点 4 到 平面 < 间 的 距离 有 多 种 解 题 途径 ， 如 : 

(1)》 由 点 4 与 平面 和 4 
确定 一 个 超 平 面 ， 通 过 变换 
使 该 超 平 面 平行 于 某 一 投影 
空间 ， 然 后 用 三 维 画 法 几何 
方法 求解 。 

(2 ) 过 点 4 作 一 平面 
与 < 绝对 垂直 ， 并 求 出 该 平 
面 与 < 的 垂 足 ， 4 与 垂 足 的 
距离 即 为 所 求 。 

《3) 通过 投影 变换 ， 
使 «与 某 一 投影 面 绝 对 重 
直 ， 则 «在 该 投影 面 上 的 投 
影 为 点 ， 它 与 4 在 该 投影 面 
上 投影 之 间 的 距离 即 为 所 
求 。 

图 6-21 为 采用 上 述 第 
王 种 解 题 途径 ， 求 点 4 与 平 
面 BC 之 间距 离 L 的 作 图 
步骤 。 通 过 四 次 变换 ， 使 
BCD 与 xs 绝对 重 直 ， 即 
Bs Cas Das 为 一 点 。A4s 与 图 6-21 确定 点 与 平面 之 间 的 距离 
BeiCasDz 之 间 的 距离 上 反映 4 与 BCD 的 距离 。 

运用 上 述 基本 作 图 方法 ， 可 以 求解 四 维 空间 中 不 共 面 两 直线 间 的 距离 。 此 时 ， 过 一 已 知 
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直线 作 一 辅助 面 平行 于 另 一 已 知 直线 ， 求 出 该 直线 上 任意 一 点 到 所 作 辅 助 面 的 距离 ， 即 为 不 
共 面 两 直线 间 的 距离 。 

3。 不 共 超 平面 的 直线 与 平面 的 距离 

不 共 超 平面 的 直线 与 平面 既 不 相交 又 不 平行 ， 它 们 之 间 公 垂 线 的 距离 即 为 直线 与 平面 之 
条 的 距离 。 

设 已 知 直线 MN 和 平面 a (4BC)， 现 介绍 两 种 解 题 方 法 。 

第 一 《图 6-22 a )， 过 MN 作 一 超 平 面 垂直 于 平面 c 。 为 此 ， 过 MN 上 任意 一 点， 如 
M， 作 一 平面 有 与 a 绝对 垂直 ， 由 MN 和 和 太 所 确定 的 超 平面 必定 垂直 于 ac ， 并 求 出 它们 的 
交 线 MN’。 此 时 ，MN 和 MN’ 共 存 于 上 述 超 平面 内 ， 但 它们 是 交错 的 。 因 此 ， 求 直线 
MN 与 平面 4 闻 的 距离 问题 ， 可 转化 为 求 两 交错 直线 MN 与 M'N’' 之 闻 的 距离 DD'。 

第 二 (图 6-22 b )， 过 直线 MN 上 任意 一 点 , 如 MN， 作 MD、ME 分 别 平行 于 4B、4C， 
则 由 MN、MD、ME 所 确定 的 超 平面 必定 与 4BC 平行 ,它们 之 间 的 距离 中 为 MN 与 a (4BC》 
之 闻 的 距离 。 


3) b) 


图 6-22 求 直线 与 平面 的 距离 


显然 ， 根 据 上 述 两 种 作 图 方法 ， 再 运用 投影 变换 法 ， 就 可 以 简化 作 图 过 程 。 

4， 半 平行 时 两 平面 闻 的 距离 

确定 半 平 行 时 两 平面 间 的 距离 与 三 维 空 间 中 确定 两 平行 平面 之 疗 的 距离 ， 有 着 明显 的 区 
别 。 在 半 平行 的 两 平面 内 ， 只 能 技 出 一 组 互相 平行 的 直线 ， 即 在 一 个 平面 内 只 有 一 个 方向 的 
一 系列 平行 线 与 另 一 平面 上 一 系列 平行 线 平行 。 设 两 半 平行 平面 为 uc 、B， 如 图 6-?3a 所 


*) b) 


图 6-23 ”确定 两 半 平 行 平面 之 间距 离 (一 ) 
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示 ， 在 <c、 有 8 上 只 有 一 个 方向 的 一 系列 平行 线 ， 如 了 、 了 as、 工 s、 工 pe 等 ， 它 们 共有 一 
个 非 加 有 点 0~。 每 对 平行 线 间 的 距离 均 不 相同 ， 其 中 有 一 对 平行 线 的 距离 为 最 小 ， 它 确定 
了 两 半 平 行 平面 之 间 的 距离 。 为 此 ， 在 平面 < 上 任 取 一 条 与 L,、L:…… 不 平行 的 直 线 L,， 
过 该 直线 可 以 作出 唯一 的 辅助 超 平面 《图 中 未 玫 示 出 ) 垂直 于 6 ， 并 与 h 交 于 Lp。L.、Lg 共 
存 于 辅助 超 平面 内 ， 但 它们 是 交错 的 。 如 果 求 出 IL。、Ls 之 间 的 公 垂 线 DuDs， 即 确定 了 两 
半 平 行 平面 之 间 的 距离 。 如 果 过 D。、Dgp 分 别 作 两 平行 线 L;、L。， 则 它们 即 为 a 、B 上 距离 
为 最 短 的 一 对 平行 线 。 为 了 便于 说 明 ， 可 通过 投影 变换 将 上 述 作 图 过 程 进行 简化 ， 现 说 明 如 
下 ， 
《1) 已 知 平面 4 BC 半 平 行 于 平面 也 已 玉 ， 通 过 投影 变换 使 4 忆 C f/x,、DEf x,。 
《2) 在 DEF 上 任 取 一 直线 ， 如 DF、 并 过 该 直线 作 一 超 平 面 T 上 4BC。 此 时 ， 工 必 
定 垂直 于 xs。 
《3) 求 出 T 与 4BC 的 交 线 MN，DF 与 MN 是 共存 于 个 内 的 两 交错 直线 。 
《4) 过 点 刀 作 直线 DGJAMN， 即 也 FG1/HMN。 
《5) 通过 投影 变换 ， 使 DFG 绝对 垂直 于 一 新 投影 面 ， 使 DFG 和 MN 在 该 投影 面 上 
的 投影 都 为 点 〈 图 中 未 作出 )， 它 们 之 间 的 距离 即 是 DFG 与 MN 间 的 距离 ， 也 就 是 所 求 平 
面 4BC 与 平面 DEF 之 间 的 距离 。 另 外 ， 由 于 DFG 与 MN 共存 于 超 平面 人 内 ， 因 此 也 可 
按 三 维和 画 法 几何 问题 求解 。 
确定 两 半 平 行 平面 间 的 距离 ， 
也 可 按 图 6-24 所 示 进 行 作 图 。 
在 图 6-24a 中， 平面 4BC 半 
平行 于 DBPF， 其 中 DEV/BC。 过 
DD 作 一 直线 DG 与 4BC 内 任 一 直 
: 线 平行 ， 如 DC 4B， 则 包含 DEF 
的 超 平面 DEFGf 4BC 。 此 时 ， 
.DEFG 与 4BC 之 间 的 距离 ， 即 为 
所 求 4BC 与 DEF 之 间 的 距离 。 图 
6-24 b 为 具体 作 图 步 又 , 已 知 万 已 / 
.BC, 并 作 DGA4B， 即 使 DEFGY 
-ABC。 为 了 方便 地 求 出 它们 之 间 的 
距离 ， 可 通过 投影 变换 ,使 DEFC 图 6-24 ”确定 两 半 平 行 平面 之 间 的 距离 (二 》 
垂直 于 一 新 投影 面 ( 作 图 步骤 可 参见 图 6-19)。 在 该 投影 面 上 药 投影 Di,， Eu 已 ，G 平行 于 
4BircCu， 它们 之 间 的 距离 S 即 为 所 求 4BC 与 DER 之 间 的 距离 。 
二 、 角 度 问 题 
在 # 维 空间 中 ， 两 子 空间 之 间 的 夹 角 与 三 维 空间 中 的 情况 不 同 ， 它 们 之 闻 可 以 有 一 个 以 
-上 的 光 角 。 
(一 ) 基本 概念 
在 # 维 空间 中 ， 两 子 空间 的 维 数 分 别 为 2、9， 以 Dr+、D! 表示 ， 并 设 P 二 7。 根据 多 
竣 几 何 学 可 知 ，D’ 与 D' 之 间 的 夹 角 ， 有 以 下 几 种 情况 ， 
(1》 车 两 子 空间 D' 与 D' 不 相交 ， 则 它们 之 间 有 了 个 夹 角 。 
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《2 ) 车 两 子 空间 D? 与 D' 相交 于 一 点 ， 则 它们 之 间 有 2 个 来 角 。 

(3) 车 两 子 空间 D? 与 D' 相交 于 了 维 空间 (r P99)， 则 它们 之 间 有 (2 -r+ ) 个 
夹 角 。 

根据 上 述 结 论 ， 在 四 维 空间 中 ， 不 共 面 的 两 直线 之 间 ， 不 共 超 平面 的 直线 与 平面 之 问 ， 
直线 与 超 平面 之 间 ， 平 面 与 超 平面 之 问 ， 超 平面 与 超 平面 之 间 ， 都 只 有 一 个 夹 角 *， 不 共 超 平 
面 的 两 平面 之 间 ， 有 两 个 夹 角 。 为 了 弄 清 这 个 问题 ， 先 回顾 一 下 三 维 空间 中 两 平面 的 夹 角 。 
图 6-25 a 中 ,已 知 平面 a 、P 相交 于 4B 。 如 果 根 据 平面 来 确定 另 一 平面 0 ,除了 需要 知道 
它们 的 交 线 48 外 ， 还 需要 已 知 4 面 上 的 一 点 ， 即 只 需 一 个 夹 角 9 就 可 确定 a。 此 时 ， 平 面 
CDE 是 a 、B 的 公 乘 面 ，C D 是 a 上 过 交点 也 的 任意 直线 中 与 B 夹 角 为 最 小 值 的 直线 。 以 
上 概念 对 于 分 析 四 维 空间 中 
不 共 超 平面 的 两 平面 之 间 的 
夹 角 ， 同 样 也 是 需要 的 。 设 
四 维 空间 中 两 平面 、 有 8 相 
交 于 0， 如 图 6-25b 所 示 。 
已 知 平面 < ， 若 要 确定 另 一 
平面 56， 除了 需要 知道 它们 


的 交点 外 ， 还 需要 有 两 个 , 
点 ，( 相 当 于 两 个 角 ) 。 设 . 
平面 Yi、 yz: 是 @、 有 之 间 图 6-~25 分 析 两 平面 闯 夹 角 的 示意 图 


的 两 个 公 垂 面 ， 而 yY,、Y: 与 ca、 有 的 交 线 04:、0B: ，0.4:、0B: 之 闻 的 夹 角 0,、0, 即 是 - 
a 、 记 之 间 的 夹 角 。 可 以 证 明 ，Y; Ys。 | 

(二 ) 基本 作 图 

1。 不 共 面 两 直线 之 闻 的 夹 角 

设 四 维 空间 中 直线 48、CD 不 共 面 ， 如 图 6-26 所 示 。 过 其 中 一 直线 CD 上 任 一 点 Cc， 作 
CE# 48， 则 CE 与 48 所 夹 的 锐角 0 嗓 为 不 共 面 两 直线 之 间 的 夹 角 。 此 时 ， 运 用 投影 变换 
求 出 CDE 的 详 形 ， 即 可 求解 。 具 体 作 图 步骤 不 再 次 述 。 

2。 不 共 超 平面 的 直线 与 平面 之 间 的 夹 角 

设 直 线 EF 与 平面 48C 不 共 超 平面 ， 如 图 6-27 所 示 。 过 平面 4BC 上 任 一 点 ,如 过 Cy 
作 直 线 CD1EF，CD 与 4BC 之 间 的 夹 角 9 即 为 所 求 。 


天 
B 
一 一 /, 
" yd 
< 有 一 一 
D 
图 6- 26 确定 两 直线 间 夹 角 的 示意 图 图 6-27 确定 直线 与 平面 间 夹 角 移 示 意图 
图 6-28 为 确定 不 共 超 平面 能 直线 EF 与 平面 4BC 之 间 夹 角 的 作 图 步 又 : 
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图 6-28 ”确定 直线 与 平面 间 夹 角 
《1) 过 4BC 上 的 点 C 作 CDI EF。 
( 2》 经 过 三 次 投影 变换 ， 使 4BC 与 CD 决定 的 超 平面 4BCDJ EY,，， 其 中 ABCY7,;。 
因此 ，CD 与 4BC 间 的 夹 角 在 22, 中 的 超 投 影 可 反映 其 真实 大 小 。 
(3) 用 三 维和 画 法 几何 方法 求 出 (CD)ss 与 (4BC)s 之 间 的 夹 角 日 ， 即 为 所 求 。 
3. 直线 与 超 平面 之 间 的 夹 角 
设 直线 48 与 超 平面 T 交 于 点 4， 如 图 6-29 所 示 。 过 B 作 直线 BD 垂直 于 下 ， 垂 足 为 
加，AB 与 4D 的 夹 角 a， 邑 为 48B 与 下 的 夹 角 。 如 果 求 出 48B 与 BD 的 夹 角 有， 则 所 求 夹 
角 a =90- 有 。 实 际 上 ， 求 直线 与 超 平 面 之 间 的 夹 角 问题 ， 可 转化 为 求 共 面 两 直线 间 的 来 
角 。 上 基体 作 轿 步 又 不 再 玖 述 。 
4。 平面 与 超 平面 之 闻 的 夹 角 
设 平面 48C 与 超 平面 了 相交 于 4B， 如 图 6-30 所 示 。 若 要 确定 它们 的 夹 角 ， 可 有 多 种 
解 题 途 径 ， 例 如 ， 


图 6-29 ”确定 直线 与 超 平面 之 问 图 6-30 确定 平面 与 超 乎 面 之 问 夹 角 
夹 角 的 示意 图 的 示意 图 


(1) 过 C 作 CD.LT， 季 足 为 D，ABC 与 48BD 之 闻 的 夹 角 a 即 为 所 求 。 如 果 求 出 CD 
与 4BC 之 间 的 夹 角 有 ， 则 所 求 夹 角 & = 90 - 8。 
(2) 过 C 作 一 辅助 超 平面 8]48B (图 中 玉 作 出 )， 如 果 9 与 4BC 相交 于 直线 CE， 又 
与 了 相交 于 平面 Y， 则 CE 与 Y 的 夹 角 即 为 4BC 与 的 夹 角 。 
显然 ， 上 述 解 题 方法 中 、 可 以 应 用 投影 变换 简化 作 图 过 程 。 
5， 两 超 平面 闻 的 夹 角 . 
设 两 超 平面 了 T、A 相交 于 平面 a。 车 要 确定 它们 之 间 的 夹 角 9， 可 有 多 种 解 题 途径 ， 例 
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如 : 

(1 ) 作 辅 助 超 平面 & 、 同 
时 垂直 于 T、A， 如 图 6-31 a 
所 示 ，& 与 了 、A 分别 交 于 平面 
8、Y， 而 有 与 了 Y 相 交 于 4B， 
且 6BLa、Y】 此 时 ，p 与 


Y 所 构成 的 两 面 角 6 ， 就 是 所 求 本 日 
两 超 平 面 之 间 的 夹 角 。 _ 
(2 ) 过 交 平 面 a 上 任意 一 图 6-31 确定 两 超 平面 之 间 夹 角 的 示意 图 


点 K， 作 平面 5Ma,， 如 图 6-31b 所 示 。 此 时 ，6 与 个 相交 于 KC、 而 与 A 相交 于 KD。 
最 然 ，KC 与 KD 的 夹 角 9 ， 即 为 两 超 平面 之 间 的 夹 角 。 
J 


cs 
图 6-32 确定 超 平 面 与 投影 空 图 6-33 确定 两 超 平 面 之 间 
间 之 间 的 夹 角 的 夹 角 


(3) 在 T、A 外 任 取 一 点 EB， 如 图 6-31b 所 示 ， 过 号 作 直 线 BF、EG 分 别 垂直 于 个、 
和 ， 设 EP 与 BG 的 夹 角 为 9.， 则 所 求 两 超 平面 了 了、A 的 夹 角 8 =180 94。 
以 下 举例 说 明 上 述 解 法 (22、(3) 的 具体 作 图 步 又 ， 
例 1 求 超 平 面 T 与 2; 的 来 角 9。 
解 : 
T 与 2; 的 交 平面 由 迹 面 rrs 所 确定 。 如 果 使 rirs 与 一 新 投影 面 绝 对 秆 直 ， 则 根据 解法 
(2) 可 知 ，T、5 与 该 投影 面 的 交 线 之 间 的 夹 角 ， 即 为 所 求 。 具 体 作 图 步 又 如 图 6-32 所 
示 。 第 一 次 投影 变换 ， 使 r 上 上 Di 第 二 次 变换 ， 使 rs .zss。 经 两 次 投影 变换 后 ， 原 迹 面 
rirs 在 新 体系 Bi:、Zs、2s 中 由 rizrsi 表 示 。rtrsl 绝 对 垂直 于 2、2:: 所 确定 的 投影 面 zaas 
此 时 ， 工 与 2 的 交 线 为 z2。，Zs 与 72: 的 交 线 为 RL。。 因 此 ，Tzz 与 RL; 的 夹 角 9 即 为 所 求 。 
例 2 确定 超 平 面 T、A 的 夹 角 9 《图 6-33 )。 
解 ， 
(1) 在 T 及 A 之 外 的 适当 位 置 ， 取 一 点 4。 过 4 分 别 作 真 线 4B1L| T、AC | 人 A。 
《2 ) 通过 四 次 投影 变换 (参阅 图 6-14 ); 求 出 二 C48 的 夹 角 9 的 真实 大 小 。 
(3》 作出 9, 的 补 角 8， 即 为 所 求 。 
6。 不 共 超 平面 的 两 平面 之 间 的 夹 角 
确定 不 共 超 平面 的 两 平面 之 间 夹 角 的 解析 法 ， 早 为 人 们 所 知道 、 但 用 图 解法 来 解决 这 个 
问题 ， 还 是 近 几 年 才 开 始 进 行 深入 研究 ， 并 取得 了 一 定 成 果 523]。 应 指出 ， 要 寻求 正确 而 
较 简 便 的 图 解法 ， 仍 然 是 一 个 需 进一步 研究 的 课题 。 


第 七 章 ”几何 元 素 的 旋转 


解决 多 维 空间 中 几何 元 素 间 的 某 些 定位 问题 和 度量 问题 ， 除 了 采用 变换 投影 空间 的 方法 
外 ， 还 可 以 采用 旋转 几何 元 素 的 方法 , 以 改变 几何 元 素 与 投影 空间 或 投影 苞 ) 的 相对 位 置 ， 
达到 简化 解 题 的 目的 。 

在 目前 所 见 到 的 文献 中 ， 有 关 多 维 空间 中 几何 元 素 旋转 的 理论 和 作 图 方法 ， 还 缺乏 全 面 
而 深入 的 研究 ， 因 此 ， 有 些 问 题 尚 需 进一步 探讨 。 

在 三 维 空间 中 ， 当 点 绕 一 直线 〈 或 称 “ 一 维 轴 ?” ?旋转 时 ， 点 的 运动 轨迹 是 圆 。 可 是 ， 在 
四 维 空间 中 , 点 绕 直线 旋转 时 , 点 的 运动 轨迹 不 是 圆 ， 而 是 一 个 二 维 球面 。 该 球面 所 在 的 三 维 
空间 垂直 于 旋转 轴 ， 该 空间 与 旋转 轴 的 交点 即 是 点 绕 直 线 旋转 时 的 旋转 中 心 ， 也 是 上 述 款 而 
的 球 心 。 

在 四 维 空间 中 ， 当 点 绕 一 平面 〈 或 称 “ 二 维 轴 ”) 旋转 时 ， 点 的 运动 轨迹 是 圆 。 该 圆 所 
在 的 平面 与 “二 维 轴 ?” 绝 对 垂直 ， 它 们 的 交点 即 是 点 绕 平面 旋转 时 的 旋转 中 心 。 

如 果 把 上 述 概念 推广 到 = 维 空间 ， 则 可 得 到 如 下 的 结论 ， 在 = 维 空间 中 ， 当 一 点 绕 (nn 
- 2 ) 维 子 空间 旋转 时 ， 该 点 的 运动 轨迹 是 圆 。 

本 章 主 要 讨论 四 维 空 间 中 几何 元 素 的 旋转 问题 。 


第 一 节 ”几何 元 素 绕 直 线 旋 转 


一 、 点 的 旋转 

如 图 7-1 所 示 ， 设 点 4 缆 平行 于 rs 的 轴线 MN 旋转 ， 其 运动 轨迹 是 一 球面 。 该 球 而 所 
在 的 空间 经 过 点 4， 并 垂直 于 MN。 由 于 MNVArs， 所 以 T rs。 T 与 MN 的 交点 0 为 
其 旋转 中 心 ， 也 是 上 述 球 面 的 球 心 ， 其 旋转 半径 为 04。 由 于 该 1 
球面 所 在 的 空间 T 垂 直 于 x。(〈 即 垂直 于 Zi,、zZ:)?、 倾 斜 于 Za， 因 a 
此 它 在 2; 中 的 投影 为 椭 球 面 〈 图 中 省 略 ， 关 于 球 的 投影 参见 第 八 了 
章 )， 其 具体 作 图 步骤 如 下 ， 

(1) 过 4 作 工 垂直 于 MN， 即 过 4 作 r Ms Nas， 而 ri、 
r: 上 有 RE 〈 图 中 省 略 )。 . 

(2) 与 MsNs 的 交点 0, 即 为 了 与 MN 的 交点 0 在 x, 上 
的 投影 。 由 0; 可 求 出 01,0。 

(3) 连接 4、0， 即 得 旋转 半径 。 村 

(4) 当 4 绕 HAN 旋转 时 ， 由 于 4 位 于 T 内 ， 所 以 4, 的 运 图 7-1 页 绕 平 行 土 投影 
动 轨迹 与 ts 重合 ,而 4/、4A: 的 运动 轨迹 为 椭 球 面 的 投影 (图 中 面 的 直线 旋转 
省 略 )。 当 旋转 半径 40 绕 MN 旋转 到 与 rs 平行 时 ， 40 在 rs 上 的 投影 反映 实 长 。 为 此 ， 
需求 出 40 的 实 长 〈 图 中 采用 “直角 三 角形 法 ”)。 所 得 4410， 即 为 40 旋转 到 与 rs 平行 时 
的 投影 。 需 要 说 明 的 是 ， 在 四 维 空间 中 ， 点 4 第 一 次 旋转 后 的 新 位 置 以 4, 表示 ， 它 的 新 超 
投影 为 (4)0、(4):、(4)s 其 投影 以 A1:、Az1, As1 表示 3 多 次 旋转 时 ， 以 此 类 推 。 


| | 


[| 硬汉 
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二 、 直 线 的 旋转 

图 ?7-2 中 48 为 一 般 位 置 的 直线 ,为 简化 作 图 ， 可 设 旋转 轴 MN 过 如 点 , 并 平行 于 wz。 由 
于 好 在 旋转 轴 上 ， 所 以 在 旋转 时 其 位 置 不 变 。 当 4B 绕 MMN 旋转 到 平行 于 rs 时， 它 在 Ya 上 
的 投影 反映 48B 的 实 长 。 为 此 ， 可 将 点 4 的 旋转 半径 40 旋转 至 平行 于 x+，， 其 具体 作 图 步 又 
与 图 7-1 相同 。 求 得 4,: 后 ， 与 Bs 相连 接 ， 则 4，1.B; 即 为 4B 的 实 长 。 

三 、 平 面 的 旋转 

在 三 维 空间 中 ， 一 般 位 置 平面 可 绕 平面 上 一 平行 于 投影 面 的 直线 旋转 ， 以 求 得 该 平面 的 
实 形 。 但 在 四 维 空间 中 的 一 般 位 置 平面 上 不 能 取出 一 条 平行 于 投影 面 的 直线 ， 因 此 一 般 位 置 
平面 不 能 运用 绕 平行 于 投影 面 的 旋转 轴 的 方法 来 求 得 它 的 实 形 。 在 图 7-3 中 ， 设 平面 4BC 
半 平 行 于 xs， 在 该 平面 上 可 作出 直线 〈 如 4D) 平行 于 rs。 如 设 4D 为 旋转 轴 ， 当 4BC 绕 
其 旋转 时 ， 4、 厂 两 点 不 动 ， 要 使 4BC/ rs， 可 将 了 或 C 绕 旋转 轴 旋 转 ， 并 使 其 旋转 半径 
平行 于 xs。 现 按 前 述 方 法 旋转 点 8B， 使 旋转 半径 BO0/ ra。 求 得 B, 后， 与 44、Ds 相连， 所 
但 4;B831Cs1 即 为 平面 4BC 的 实 形 。 


图 ?-2 直线 的 旋转 图 7-3 平面 的 旋转 


第 二 节 ”几何 元 素 绕 平面 旋转 


当 几 何 元 素 绕 平 面 旋 转 时 ， 考 虚 到 作 图 的 简便 ， 可 选择 绝对 乖 直 于 某 一 投影 面 的 平面 或 
以 平行 于 某 一 投影 空间 的 平面 为 “二 维 轴 ”?”， 现 分 别 介 绍 如 下 。 

一 、 绕 绝对 垂直 于 投影 而 的 平面 旋转 

1。 氮 的 旋转 

设 点 4 绕 绝对 垂直 于 x, 的 平面 a 旋转， 其 运动 轨迹 是 圆 ， 它 所 在 的 平面 Pa。 由 于 
a YT ,所 以 1x。 因此 ， 当 .4 绕 a 旋转 时 ，4; 绕 al 作 圆周 运 动 ， 而 A:、As 分 别 垂 直 于 
“2、9%s 作 直 线 移动 ， 如 图 7-4 a 所 示 。 图 中 , 当 点 4 绕 “ 顺 时 针 旋 转角 度 为 9 后 的 新 位 置 为 
4 (Al1, Azs1, A31)。 

同 理 ， 图 7-4b 表示 点 B8 绕 a (xs) 道 时 镍 旋转 角度 9 的 具体 作 图 方法 。 

2， 直线 的 旋转 

直线 绕 平 面 旋 转 ， 实 质 上 是 直线 上 的 两 个 点 、 绕 同一 平面 ， 并 按 同 一 方向 、 旋 转 同 -- 锡 
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庶 的 问题 。 为 了 简化 作 图 ， 尽 可 能 使 “二 维 轴 ” 通 过 直线 上 的 一 个 点 。 
欲 改 变 直线 与 投影 空间 (或 投影 面 ) 的 相对 位 置 ， 直 线 旋 转 的 次 数 和 硕 序 与 变换 投影 空 
向 时 的 情况 基本 相同 。 现 以 直线 48B 由 一 般 位 置 经 旋 转 后 垂直 于 2s 为 例 ， 可 以 看 出 ， 直 钱 
B 需 分 别 绕 三 个 不 同 的 平面 旋转 三 次 。 其 顺序 是 〈 图 7-5a )， 


赔 7- 4 点 绕 绝对 垂直 于 投影 面 的 平面 旋转 图 7-5 外 一 般 位置 直 线 旋 转 成 垂直 Rs 


(1) -4B 绕 平 面 a ， 旋 转 到 4B，(C/ ED， 设 绝对 垂直 于 ri 并 通过 4。 (为 了 简 
名 起 见 ，a 在 图 中 和 省略， 下 同 ?。 

(2) 4B 弹 6 CVX,) 旋转 到 4Bs1 x。， 即 人: 同时 平行 于 Ti， Za。 

《3) 4B, 绕 y (Vxs) 旋转 到 4B。L 5s。 

入 7-5 b 为 上 述 一 般 位 置 直线 4B 按 另 一 种 顺序 旋转 到 垂直 于 2 的 具体 作 图 步骤 。 

为 了 使 图 形 比较 清晰 ， 对 于 图 7-5 中 的 
情况 ， 还 可 采用 绕 不 指明 的 “二 维 轴 ? 进行 
旋转 , 如 图 7-6 所 示 。 

3。 平面 的 旋转 

现 以 一 般 位 置 的 平面 绕 平 面 旋转 后 平行 
于 xs 为 例 ， 如 图 7-7 所 示 ，ABC 为 一 般 位 
质 平 面 ， 按 图 7~7 a 和 图 7-7b 所 示 两 种 顺 
疗 经 过 四 次 旋转 ， 使 4BC 平 行 于 xs。 显然 ， 
其 作 图 过 程 与 采用 变换 投影 空间 方法 时 的 情 图 7-6 直线 绕 不 指明 的 “二 维 轴 ”旋转 
况 是 相同 的 (参阅 图 6-14 )。 

4。 超 平面 的 旋转 

图 7-8 为 一 般 位 置 超 平面 T 绕 平面 c 顺 时 针 旋 转角 度 9 时 的 具体 作 图 步骤 。 其 中 ， 设 
六 Txt、 并 与 基线 交 于 0O; a 分别 与 te、Tts 交 于 4、B。 当 中 旋转 时 ，ti 绕 D, 旋转 6 ,得 Tig 
A、 8 两 点 在 旋转 时 保持 不 动 。 利用 ru 与 RL 的 交点 S， 即 可 求 得 ra、tzai。 

图 7-9 为 将 一 般 位 置 超 平 面 了 绕 平 面 a 旋转， 使 其 垂直 于 5 的 具体 作 图 步骤 。 为 了 使 

5;， 应 使 a x,。 如 果 将 畏 助 线 0,D, 旋转 至 与 RL 重合 ， 则 rsj_RL， 然后 再 作出 YA、 


Easto 


图 7-10 为 采用 不 指明 的 “二 维 轴 ” 方 法 ， 将 一 般 位 置 超 平面 工 旋 转 ， 使 其 垂直 于 z， 的 
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具体 作 图 步骤 。 图 中 ， 进 行 了 两 次 旋转 ， 第 一 次 旋转 ， 使 垂直 于 zs 第 二 次 旋转 ， 使 又 
垂直 于 Zs。， 即 TT |x。 

二 、 绕 平行 于 投影 空间 
的 平面 旋转 

在 四 维 空间 中 ， 几 何 元 
素 绕 平 行 于 投影 空间 的 平面 
旋转 时 ， 可 以 确定 平面 图 形 
的 实 形 。 在 解 题 时 ， 可 分 两 
步 进行 ， 先 将 平面 图 形 绕 平 
行 于 某 一 投影 空间 的 平面 旋 
转 ， 使 其 与 该 投影 空 间 平 
行 ， 然 后 再 按 三 维 画 法 几何 
方法 ， 使 平面 绕 平行 于 某 - 
投影 面 的 直线 旋转 、 使 其 与 
该 投影 面 平行 。 

1，。 点 的 旋转 

如 图 7-11 所 和 蒜 , 设 点 4 
绕 平 行 于 ,的 平面 旋转， 
该 平面 由 两 相交 线 LM、LN 
确定 。 为 了 使 作 图 简便 ， 取 后 
LV/xrs、LNfzs。 点 4 旋 图 7-7 一般 位 置 平面 绕 平 窗 旋 转 后 笠 行 于 xs 
转 时 ， 轨 迹 为 贺 C， 它 所 在 的 平面 8 既 垂直 于 5 又 与 a 绝对 垂直 ， 而 与 2,、5, 均 为 倾斜 。 
由 F 述 分 析 可 知 ， 贺 C 在 5 中 的 投影 为 直线， 在 2、zd 中 的 投影 为 彬 图 〈 关 于 圆 的 投影 


图 7-8 超 平 面 绕 乎 面 旋转 图 7-9 ”一 般 位 置 超 平面 绕 平面 旋转 后 垂直 于 Ze 


本 参见 第 八 章 )。 因 此 ，C:、Cs 为 直线 , 并 分 别 垂 直 于 LaM，、Ls Ns， 而 Ci 为 椭 因 (图 中 省 
路 )。 4 绕 = 旋 转 时 的 旋转 中 心 0, 即 是 有 与 的 交点 ,为 了 求 出 旋转 中 心 0， 可 过 P 作 辅助 
超 平面 Tx，， 并 求 出 T 与 < 的 交 线 EF， 而 与 EF 的 交点 即 为 旋转 中 心 0。 4 旋转 时 ， 
它 的 投影 分 别 沿 0.4:、0，4: 作 直 线 移 动 。 旋 转 半 径 04 的 实 长 用 “直角 三 角形 法 ” 求 得 。 
当 04f 5 时 ，A: 移 至 An1，As 移 至 Ast， 它 们 的 位 置 可 用 比例 法 确定 (图 中 ，026=04， 
AC 7 A21b)s 
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图 7-10 ” 超 平 面 绕 不 指明 的 “二 维 轴 ”旋转 图 7-11 点 绕 平 行 于 投影 空间 的 平面 旋转 


图 7-12 求 平面 的 实 形 
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至 此 ， 图 7-11 已 作出 04 平行 于 24， 作 图 的 第 一 步 到 此 结束 ， 第 二 步 即 可 在 52, 空间 内 、 
和 进行， 其 具体 作 图 方法 将 在 下 述 平面 的 旋转 中 说 明 。 

2。 平面 的 旋转 

设 已 知 平面 4BC 绕 平行 于 2 的 平面 a 旋转， 求 其 实 形 ， 具 体 作 图 步 又 如 下 (图 7- 
12): 

《1 》 作 平面 /5,。 为 使 作 图 簿 便 ， 设 0 通过 点 4。 

(2 》 求 出 平面 4 与 4BC 的 交 线 4D。 

《3 ) 在 平面 上 取 两 相交 直线 4M、DN， 并 使 4M/ XxX.，DN/1 XxX，， 它 们 相交 于 G。 虽 
然 4M 和 DN 可 以 任意 作出 ， 但 必须 使 4M、DN、4D 位 于 同一 平面 上 。 

(4》 -4BC 旋转 时 ，A4D 不 动 ，B、C 将 随 之 而 改变 位 置 ,因此 ,可 将 平面 4BC 绕 a 旋 
转 使 其 平行 于 2 的 问题 视 为 点 BB (或 点 C) 绕 a 旋转， 并 使 B 的 旋转 半径 BON 51, 为 此 ， 
先 求 出 旋转 中 心 0 ， 再 旋转 80, 使 其 平行 于 5,, 其 具体 作 图 过 程 和 方法 与 图 7-11 相同 。 当 
BOfN 51 时 ， 即 49C/23。 因 此 ， 4 局 Ci 在 2 中 的 超 投影 《4BC) 141 反映 实 形 。 到 此， 第 一 
步 作 图 过 程 结 束 。 

(5) 第 二 步 作 图 过 程 是 按 三 维 画 法 几何 方法 ， 即 将 C48C) 1 绕 一 平行 线 (如 CLI x,) 
旋转 ， 此 时 可 将 CL 视 为 三 维 画 法 几何 中 的 正平 线 。 并 旋转 (4BC)411:， 使 其 平行 于 rs， 所 得 
A22 B22C21 邮 为 所 求 的 实 形 ， 如 图 7-12b 所 示 。 


第 八 章 ”曲线 、 曲 面 、 超 曲面 


第 一 节 曲线 


在 四 维 空间 中 ， 任 何 曲线 都 是 一 维 的 。 它 们 可 以 分 为 三 类 ， 即 ， 曲 线 上 各 点 位 于 同一 平 
面 内 ， 曲线 上 各 点 位 于 同一 超 平面 内 ， 昌 线 上 各 点 位 于 四 维 空间 。 

一 、 贺 的 投影 

现 以 圆 为 例 ， 分 析 平 面 曲线 在 不 同位 置 时 的 图 示 特 性 及 它们 的 有 关 性 质 。 

1。 平 行 于 一 投影 空间 

设 圆 c 所 在 的 平面 平行 于 1, 则 (0) ,反映 圆 c 的 实 形 , 其 投影 图 如 图 8-1 所 示 。 其 中 ,由 
于 《ce)1 相 对 于 **、xs 呈 倾斜 位 置 ， 所 以 ea、2s 为 椭圆 ， 并 可 由 “、“: 确定 圆 c 的 实 形 ， 
而 ct:、cz 或 c1、cs 不 能 反映 圆 c 的 实 形 。 

2. 平行 于 两 个 投影 空间 

设 男 < 所 在 平面 平行 于 了,、2Z:， 即 平行 于 xs ， 因 此 c， 反映 圆 c 的 实 形 , 如 图 8-2 所 示 。 
此 时 ，c, 为 点 ， 这 说 明 四 维 空间 中 的 圆 可 投影 为 点 。 


图 8-1 圆 的 投影 《平行 于 一 投影 空间 》 图 8-2 圆 的 投影 (平行 于 两 投影 空间 ) 


3， 秋 家 于 一 投影 空间 

设 圆 所 在 的 平面 垂直 于 2,， 则 Cc), 为 直线 , 它 的 长 度 等 于 圆 的 直径 ， 如 图 8-3 所 示 。 
由 于 “所 在 的 平面 与 DB,、2: 均 倾斜 ， 所 以 (c) (c): 均 为 梢 圆 ， 而 c。( 梢 圆 ) 是 (ec):、(e)。 在 
x， 上 的 投影 。 

4. 平行 于 一 投影 空间 又 重 直 于 另 一 投影 空间 

设 圆 所 在 的 平面 既 平 行 于 21 又 垂直 于 26，， 所 以 (6), 反映 其 实 形 ， 而 (0), 为 直线， 
如 图 8-4 所 示 。 由 于 圆 。 倾斜 上 Z:， 所 以 〈c)。 为 椭 国 。 

5。 半 垂直 于 一 投影 而 

设 圆 。 所 在 的 平面 半 重 直 于 x，( 或 六 平行 于 ro)。 图 8-5 中 ， 圆 。 上 有 一 直径 48B 重 直 
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图 8-3 图 的 投影 〈 垂 真 于 一 投 图 8-4 贺 的 投影 〈 平 行 于 一 投影 空间 又 
影 空 间 ) 垂直 于 另 一 投影 空间 ) 


于 x， (或 平行 于 xs)， 即 c 为 一 直线 。 由 于 均 倾 斜 于 Zr、 Ee、 Ds 所 以 (Cec) (Cc) Cc)s 
均 为 椭圆 。 如 果 在 圆 c 上 取 蓄 EF/ 4B， 则 EF 必定 重 直 于 x 或 平行 于 we。 
6。 半 垂直 半 平 行 于 一 投影 面 〈 图 8-6) 


| Ne 


图 8-5 圆 的 投影 〈 半 垂直 于 一 投 图 8-6 圆 的 投影 《〈 半 垂直 又 半 平 
影 面 》 行 手 一 投影 面 ? 


设 圆 。 所 在 的 平面 既 半 垂直 又 半 平 行 于 x! 《或 既 半 平行 又 半 重 直 于 ze)。 此 时 ， 圆 “ 上 
有 一 直径 48B 垂直 于 tf (或 平行 于 re), 另 有 一 直径 EF 平行 于 x (或 玲 直 于 zo), 因此 cj， 
cs 为 直线 。 由 于 圆 c 所 在 的 平面 均 借 斜 于 2,、zZ:、2Z:s， 所 以 (c),、(c)、(c): 均 为 椭圆。 

7. 一 般 位 置 

设 圆 “ 所 在 的 平面 与 各 投影 空间 (名 投影 面 》 均 呈 倾 人身 ， 则 cr、c:*、cs 均 为 椭圆 ， 如 图 
8-7 所 示 。 

欲 使 圆 由 一 种 位 置 变换 成 另 一 种 位 置 ， 其 变换 的 步骤 与 方法 与 前 述 平面 图 形 的 投影 变换 
相 问 。 图 8-8 是 由 垂直 于 一 投影 空间 的 圆 ， 经 过 两 次 变换 后 ， 平 行 于 一 新 投影 面 的 具体 作 图 
步骤 。 图 中 ，css 为 圆 e 的 实 形 。 

二 、 属 于 同一 超 平面 的 曲线 

设 曲 线 m 属 于 超 平面 4BCD， 如 图 8-9 所 示 。 在 曲线 m 上 的 每 一 点 都 可 作为 该 超 平面 的 
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Ca 


图 8-7 圆 的 投影 《一 般 位 置 ) 图 8-8 圆 的 投影 变换 


Ty 


?273 hn 


D, 
图 8-9 属于 同一 超 平 面 上 曲线 的 投影 置 8-10 曲线 投影 的 特殊 情况 


点 ， 图 中 给 出 了 在 普 上 的 点 天 的 具体 作 图 步 又 。 

如 果 介 线 属于 局 一 超 平面 ， 
其 投影 一 般 仍 为 曲线 ， 如 果 则 线 
所 在 的 超 平 面 垂直 于 某 一 投 影 
面 ， 则 曲线 在 该 投影 面 上 的 投影 
为 直线 ， 如 轩 8-10 所 示 。 

当 投 射 方 向 与 曲线 m 上 某 一 
点 的 切线 平行 时 ， 则 曲线 的 投 
影 可 呈现 尖 点 ， 如 图 8-11 所 示 。 
在 第 I 部 分 中 ， 当 切线 t 垂直 于 
一 投影 面 (如 x,:) 时， 则 m,, 呈 
现 尖 点 。 在 第 开 部 分 中 ， 切 线 1 
垂直 于 一 投影 空间 (如 >) 时 ， 
虽 m 在 该 投影 空间 的 超 投影 呈现 图 8-11 曲线 投影 中 呈现 尖 点 的 情况 
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尖 点 ， 即 mir、 mai 星 现 尖 点 。 


第 二 节 则 面 
四 维 空间 中 ， 曲 面 $S 是 二 维 的 ， 其 参数 方程 一 般 为 ， 


[ X=x(v 2) 
(vw) 


z(v,.w) 


RN < 


=u(v,.w) 


x、》、z、4 都 是 vz、w 的 二 元 函数 ， 即 曲面 S$ 可 由 两 族 参 曲线 (v 曲线 、w 曲 
线 ) 交织 而 成 。 在 四 维 空间 中 ， 曲 线 的 超 投 影 一 般 仍 是 曲线 ， 男 此 在 曲面 S 上 参数 井 线 的 超 
投影 即 为 S 的 超 投影 (二 维 曲 面 》 上 的 参数 曲线 ， 也 即 在 四 维 空间 中 ， 二 维 曲 面 的 超 投 影 一 
般 仍 是 二 维 曲 面 。 

一 、 规 则 曲面 

四 维 空间 中 ， 规 则 曲面 的 形成 与 三 维 空间 中 的 情况 基本 相同 。 

(一 )》 直 纹 曲 面 

1。 柱 面 

四 维 空 间 中 柱 面 形成 的 条 件 是 ， 直 母线 既 沿 一 曲 导 线 〈 可 以 是 闭合 的 或 非 闭 合 的 ) 移 
动 ， 又 平行 于 一 直 导 线 。 

图 8-12 是 一 柱 面 的 投影 图 。 其 中 ，“ 为 曲 导 线 ，! 为 直 导 线 。 若 该 项 面 与 一 超 平面 
相交 ， 则 交 于 曲线 。 

2。 锥 面 

四 维 空 间 中 锥 面 形成 的 条 件 是 ， 直 母线 既 沿 一 向 导线 〈 可 以 是 闭合 的 或 非 闭合 的 ) 移 
动 ， 又 通过 一 定点 。 

8-13 是 一 锥 面 的 投影 图 。 其 中 ， 曲 线 “ 为 曲 导线 ，S$S 为 定点 。 若 已 知 点 KK 从 属于 该 欠 
和 面 ， 由 于 它 位 于 锥 面 的 一 条 素 线 上 ， 因 此 可 根据 KK 的 一 个 投影 (如 K) 求 出 其 它 的 投影 
《K,、K，)， 具 体 作 图 过 程 如 图 8-13 所 示 。 


图 8-12 四维 空 间 中 柱 面 的 投影 图 8-13 四维 空 间 中 锥 面 的 投影 
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3。 锥 状 面 

四 维 空间 中 锥 状 面 形成 的 条 件 是 ， 直 母线 沿 一 曲 导 线 和 一 查 导 线 移动 ， 又 平行 于 一 导 起 
平面 。 

图 8-14 是 锥 状 面 的 投影 图 。 其 中 。 为 曲 导线 ， / 为 直 导 线 ，T 为 导 超 平面 。 

4 柱状 面 

四 维 空间 中 柱状 面 形成 的 条 件 是 : 直 母 线 沿 两 曲 导线 移动 ， 又 同时 平行 于 一 导 超 平面 。 

图 8-15 是 柱状 面 的 投影 图 ， 其 中 中、m 为 曲 导 线 ，T 为 导 超 平面 。 


图 8-14 四 维 空间 中 锥 状 面 的 投影 图 8-15 四 维 空间 中 柱状 面 的 投影 
对 于 四 维 空间 中 双 曲 抛物 面 的 形成 和 图 示 与 上 述 情况 基本 相同 。 
5， 直 纹 则 面 的 超 投影 
四 维 空间 中 直 纹 曲面 的 超 投影 是 一 个 有 趣 而 值得 深入 研究 的 问题 ， 现 简略 分 析 如 下 : 
(1》 中 维 空间 中 锥 面 的 超 投影 可 以 是 锥 面 、 平 面 。 


图 8-16 中 ， 当 锥 面 上 上 曲 导 线 e 所 在 的 平面 垂直 于 一 投影 空间 〈 如 3: 时 ， 它 在 2 中 
的 超 投影 ($$), 为 平面 ， 而 (@6),、(G): 为 锥 面 。 


显然 ， 当 锥 面 $ 上 则 导线 c 不 从 属于 一 平面 时 ， 不 论 它 处 于 什么 位 置 ， 所 得 的 超 投 影 只 
能 是 锥 而 。 


(2) 四 维 空 间 中 柱状 面 的 超 投 影 可 以 是 锥 状 面 、 柱状 面 、 双 曲 抛物 面 、 不 规则 曲面 等 


a) 


图 8-16 分 析 价 面 的 超 投影 图 8- 17 分 析 柱 状 而 的 超 投影 


117 


《 设 该 柱状 面 的 导 超 平 面 平 行 于 21)。 

图 8-17 a 中 ， 当 柱状 面 S 上 两 曲 导 线 m、s# 所 在 的 平面 均 垂直 于 同一 投影 空间 (如 5,》 
人 时，(S), 为 双 曲 抛物 面 ，CS); 为 柱状 面 ，C S), 为 不 规则 上 曲面 。 

图 8-17 b 中 ， 当 柱状 面 S 上 一 曲 导 线 ww 所 在 的 平面 垂直 于 一 投影 空间 51:， 另 一 曲 导 线 
n 为 一 般 位 置 时 ，《 S ;为 锥 状 面 ，(S); 为 柱状 画 ， CS), 为 不 规则 上 曲面 。 

(3) 四 维 空间 中 锥 状 面 的 超 投影 可 以 是 平面 、 锥 面 、 锥 状 面 、 双 曲 抛物 面 、 不 规则 曲 

面 等 〈 设 导 超 平面 平行 于 25,)。 

图 8-18a 中 ， 当 锥 状 面 $ 上 则 导线 ¢ 所 在 的 平面 垂直 于 一 投影 空间 〈 如 2s)， 而 直 导 线 . 
! 为 一 般 位 置 时 ,，〈S)。 为 双 此 抛物 面 ，〈S ): 为 锥 状 面 ，〈S): 为 不 规则 曲面 。 


图 8-18 分 析 锥 状 面 的 超 投影 


图 8-18b 中 , 当 则 导线 垂直 于 2 直 导 线 1 也 垂直 于 Zi 时, (S)! 为 平面 ,( SS) CS) 为 
锥 状 面 。 

图 8-18c 中 ， 当 曲 导线 。 所属 的 超 平面 垂直 于 <。 而 直 导 线 ! 垂直 5 时,《 S ) ,为 锥 面 ， 
(CS):、(S)， 为 锥 状 面 。 

图 8-18 d 中 ， 当 由 导线 c 所 属 的 超 平 面 牌 直 于 x，， 直 导线 ! 年 直 于 :时 ，(S), 为 不 
规则 曲面 ，(S ),、( S ) 为 锥 状 面 。 

总 之 ， 在 四 维 空间 中 ， 各 种 直 纹 曲面 在 不 同情 况 下 的 超 投影 有 多 种 多 样 ， 不 再 一 一 详 

《二 ) 球面 的 投影 

我 们 知道 ， 三 维 空间 中 的 图 属于 〈 且 只 能 属于 ) 它 本 身 所 在 的 平面 。 同 理 ， 四 维 空间 中 
的 球面 也 属于 ( 且 只 能 属于 ) 它 本 身 所 确定 的 超 平面 。 

当 球 看 所 在 的 超 平 面 胖 行 于 一 投影 空间 时 ， 它 在 该 投影 空间 的 
超 投影 为 相同 半径 的 球 商 。 当 球面 所 在 的 超 平面 垂直 于 一 投影 空间 
时 ， 它 在 该 投影 空 闻 的 超 投 影 为 与 球面 半径 粗 同 的 部 。 当 球面 所 在 
的 赵 平 面 倾斜 于 一 投影 空间 时 ， 它 在 该 投影 空间 的 超 投影 为 禄 球 
而 。 

根据 球面 所 在 超 平面 的 不 同位 置 ， 它 的 投影 有 以 下 几 种 情况 ， 

1.。 平行 于 一 投影 空间 

在 图 8-19 中 , 设 球 面 S 所 在 的 超 平 面 T 平 行 于 5, 则 (5S) 反映 图 8-19 球面 所 在 空间 平 
5S 的 实 形 。 由 于 下 又 垂直 于 Za. 所 以 (S)。 (0S) 为 与 球面 半径 相 ” 行 于 一 投影 空间 时 的 投影 
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向 的 圆 。 
2 垂直 于 一 投影 面 


设 球面 S 所 在 的 超 平 面 T 牌 直 于 <,， 即 垂直 于 Z:、Z， 而 倾斜 于 Zi。 因 此 《3S)、 
《S ), 为 一 圆 ， 而 (S )， 为 椭 球 面 ， 如 图 8-20 所 示 。 显 然 ， 如 果 需 要 求 出 球面 S 的 实 形 ， 只 


需 变换 投影 一 次 ， 即 使 S 所 属 的 超 平面 平行 于 一 新 的 投影 空间 。 


3 垂直 于 一 投影 空间 


设 球面 S 所 在 的 超 平 面 TT 垂直 于 Z。, 且 倾斜 于 Zi z。, 因 此 (S)* 为 圆 , 而 (S) 必 4S)。 为 柚 
球面 ， 如 图 8-21 所 示 。 现 以 球面 S 上 的 圆 。 为 例 加 以 说 明 ， 由 于 。 所 在 的 平面 垂直 于 5，， 
且 倾 斜 于 2 和 2Z2， 所 以 (。 ); 为 直线 〈 即 6c1/、c; 是 直线 ), 而 Cc ) (Co ): 为 椭圆 ( 即 cs 必 为 
椭圆 )。 事 实 上 ， 如 在 球面 S$ 上 取 一 系列 平行 于 圆 c 的 贺 ， 则 Ss 即 为 一 族 椭圆 的 包 络 线 。 


图 8-20 ” 殉 面 所 在 空间 丢 直 于 一 
投影 面 的 投影 


4， 一 般 位 置 
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图 8-21 球面 所 在 空间 垂直 于 一 投 


影 空间 时 的 投影 


设 球 面 S 所 在 的 超 平面 了 与 各 投影 空间 均 倾 射 , 则 CS)1、《S)s、 (5S), 均 为 椭 球 面 ,如 图 8-22 


记 示 。 如 果 辅 助 超 平面 A( /5E, ) 与 S 相 交 ， 可 截 得 
一 椭圆 。 

应 指出 ， 由 于 球面 S 所 在 的 超 平面 不 能 同时 平行 
于 两 个 投影 空间 ， 即 球面 的 各 超 投影 中 不 可 能 有 两 个 
超 投影 都 是 球 , 因此 ,四 维 空间 中 球面 的 各 投影 S, 、 
S:、Ss 不 可 能 都 是 圆 。 

二 、 不 规则 曲面 

1。 不 规则 曲面 的 超 投影 

在 四 维 空间 中 ， 不 规则 ( 变 母 线 ) 曲 面 S 的 超 投 影 
一 般 仍 为 不 规则 曲面 。 在 特殊 情况 下 ， 其 超 投影 为 直 
八 曲 面 。 要 使 不 规则 曲面 S 的 超 投 影 成 为 直 纹 曲面 ， 
其 条 件 是 ， 当 曲面 S 由 三 条 边界 曲线 及 确定 时 ， 其 中 
至 少 需 有 一 条 边界 曲线 所 在 的 平面 垂直 于 该 投影 空 


图 8-22 球面 所 在 空间 与 各 投影 空间 


均 倾斜 时 的 投影 
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间 ; 当 上 曲面 S 由 四 条 边界 担 线 所 确定 时 ， 其 中 至 少 需 有 两 条 〈 非 相 邻 的 ) 边界 曲线 所 在 的 平 
曾 均 垂直 于 该 投影 空间 。 

现 设 四 维 空间 中 不 规则 上 曲面 S 由 三 条 边界 曲线 4B、BC、AC 所 了 确定。 其 中 ，AB8 所 在 
的 平面 既 平 行 于 2Z, 又 垂直 于 5 BC 所 在 的 平面 平行 于 3:、24， 即 平行 于 xs AC 所 在 的 平 
面 既 平行 于 2 又 垂直 于 5。。 因 此 ， 超 投影 (4B).、 (BC7 (BC)e (4C)a 为 直线 。 网 8-23a. 
为 该 曲面 S 的 六 面 投影 图 (S,、S:、Ss、Ss、Ss、Se)。 其 中 ，S。,、 Ss, Ss 确定 曲面 S 在 5 中 
的 超 投影 《S ), 膏 5S,、S。、S, 确定 曲面 S 在 Ze 中 的 超 投 影 (S)sS;、S，、S, 确定 曲面 S 
在 5 中! 超 投 影 《5S )s Se、Se、sSe 确定 曲面 S 在 3, 中 的 超 投影 〈(S ),。 

现 进 一 步 分 析 曲 面 S 的 各 超 投影 : 

(1 在 《S), 的 边界 线 中 ，(A4B);、(BC), 为 直线 ， (AC); 为 曲线 。 如 设 〈4C) 为 曲 
导线 ,，( B), 为 定点 ， 则 《SS), 可 为 锥 面 。 

(2) 在 (S); 的 边界 线 中 ，(4B),、(AC); 为 曲线 ，(BC); 为 直线 。 如 设 (48)，、 
《AC); 为 曲 导线 ，xj 为 导 平 面 ， 则 CS ); 可 为 柱状 面 。 

(3) 在 (5S) 的 边界 线 中 ，C(A4B)s。、(BC), 为 曲线 、(4AC), 为 直线 。 如 设 (4B);、 
《BC), 为 曲 导 线 ，z, 为 导 平 面 ， 则 〈S ), 可 为 柱状 面 。 

(C4) 在 〈《S), 的 边界 线 中 ，(4B)4、(5C)、(4C) 均 为 曲线 ， 则 〈S )， 为 不 规则 曲 
剖 。 

图 8-23 b 、c 为 上 述 各 超 投影 的 示意 图 。 

2， 不 规则 曲面 与 超 截面 相交 

在 四 维 空 间 中 ， 不 规则 曲面 S 与 超 截面 的 交 线 一 般 不 能 直接 确定 ， 如 果 曲 而 S 的 各 超 投 
影 中 有 两 个 以 上 为 直 纹 曲面 时 ， 则 其 交 线 是 可 求 的 。 

现 简略 证 明 如 下 ; 

设 曲 面 $ 与 辅助 超 截面 T(/2Z0 的 交 线 为 曲线 MN。 当 S 的 各 超 投 影 中 有 两 个 是 直 纹 
曲 看 时， 如 (SD),、(S ), 为 直 纹 曲面 ， 它 们 与 相应 迹 面 ( 即 T 与 5,、5Z, 的 交 平 面 ) 的 交 线 
(MN)1:、CMN), 是 可 求 的 ， 即 可 求 出 五 个 投影 MIN1、M2Ns、MMSNs、MNs， MeN。。 于 是 
MsNs 也 可 求 得 。 因 此 ，MN 可 求 得 。 

如 果 S 的 各 超 投影 中 只 有 一 个 是 直 纹 曲面 ， 如 (S), 为 直 纹 曲面 ， 则 只 有 (MN), 可 求 
出 ， 即 可 作出 M:N:、HMsNs、MeN， 而 无 法 由 它们 求 得 村,N i、MiN4、MsNs。 因 此 ，MN 
不 能 求 得 。 如 果 曲 而 S 的 各 超 投 影 均 为 非 直 纹 曲面 ， 则 MN 不 可 能 求 出 。 

图 8-23 a 是 确定 曲面 S 分 别 与 辅助 超 被 面 工 、A 的 交 线 MN、RT 的 具体 作 图 步骤 ， 

(1 ) 作 转 助 超 和 截面 TJE1， 它 与 曲面 5S 的 交 线 为 曲线 MN。 由 于 (S), 是 以 7X; 为 导 
平面 的 柱状 面 ， 所 以 (MN), 为 直线 。 在 MN 的 各 投影 中 :; 已 知 MN M,N、 Mi Na 
M2Ns 是 直线 ， 可 由 用 IN1、MN, 求 得 ，MsNs、MoNs 是 曲线 , 利用 投影 关系 可 求 出 它们 的 
端点 本;,、Ns， 和 M,、N oo。 

(2 ) 另 作 辅 助 超 截 面 A42，， 它 与 曲面 S 的 交 线 为 曲线 RT。 由 于 (S); 是 以 为 导 
平面 的 柱状 而 ， 所 以 (RTD), 为 直线 。 在 RT 的 各 投影 中 ， 已 知 RsT3、RsTs、RReTW 情 TT! 为 
直线 ， 可 由 RsTs 求 得 ，R:T,、R4T, 是 曲线 ， 利 用 投影 关系 求 出 它们 的 端 态 Re、T: 和 R,、 
To 

i ) MN 与 RT 均 是 曲面 S$ 上 的 曲线 ， 它 们 相交 于 点 扩 。 它 的 投影 KK, 妈 为 MN 与 


图 8--23 不 规则 曲面 
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RT 的 交点 。Ks 是 MsNs 与 RsTs 的 交点 ， 并 由 K1,、Ks 先后 求 得 Ks、Ks;、K,、Ks。 这 
样 ， 便 可 求 得 曲线 MN 与 RT， 它们 也 是 曲面 S 上 的 型 线 ( 当 超 截面 平行 于 投影 空间 时 ， 与 
曲面 S 的 交 线 称 为 型 线 )。 

(4) 同 理 ， 可 求 得 曲面 5S 上 的 其 它 一 系列 型 线 ，。 


第 三 节 超 曲 面 


四 维 空间 中 的 超 则 面 是 三 维 的 。 由 于 人 类 生活 在 三 维 空间 ， 对 于 四 维 空 间 中 的 超 曲面 当 
然 是 难以 理解 的 。 但 是 ， 可 以 通过 分 析 超 曲面 的 形成 、 超 截面 与 超 曲 面 的 截 口 形状 以 及 利用 
解析 分 析 来 帮助 我 们 “想象 ”超出 面 的 
构成 和 “形状 ”。 
在 三 维 空间 中 ， 形 成 曲面 的 母线 可 
以 是 一 维 的 直线 或 曲线 ， 而 在 四 维 空间 
中 形成 超 曲 面 的 “母线 ”可 以 是 二 维 曲 
面 ， 有 时 也 可 以 是 一 维 的 直线 或 曲线 。 
四 维 空 间 中 的 超 曲 面 可 以 看 成 是 由 
一 、 二 维 曲 面 〈 母 面 ) 在 四 维 空间 作 有 
规则 或 无 规则 运动 所 得 。 母 面 在 运动 时 
可 以 是 固定 不 变 的 ， 也 可 以 是 连续 而 有 
规则 (或 无 规则 〉 的 变化 。 
由 上 述 分 析 可 知 ， 超 曲面 由 三 个 因 图 8 24 超 球面 的 形成 
素 决定 ， 芭 母 面 的 形状 ， 母 面 的 运动 规律 ， 母 面 在 运动 时 的 变化 情况 。 因 此 ， 可 以 设想 超 曲 
面包 容 无 数 个 二 维 曲 面 。 
一 、 超 球面 
设 四 维 空间 中 超 球 面 的 母 面 为 球面 SC/ZD)， 则 超 球 画 可 再 下 述 两 种 情况 形成 ， 
《1》 将 球面 S 沿 方向 TCH x) 上 、 下 移动 ， 在 移动 过 程 中 母 面 的 半径 有 规则 地 次 渐 缩 
小 至 零 ， 如 图 8-24a 启示 。 
《 2》 由 母 面 绕 平面 a (xi) 旋转 ， 旋 转 时 母 面 大 小 不 变 ， 如 图 8-24b 所 示 。 
在 四 维 空间 中 ， 超 球面 的 超 投影 是 球 画 。 现 用 解析 法 予以 说 明 ， 
在 四 维 空间 中 ， 半 径 吕 、 球 心 坐 标 0(s、5 、c 、d ) 的 超 球面 的 方程 为 
Cx—- a b+C(z2- c+tCu—d):=P’ (8-1) 
设 投影 方向 平行 于 on， 将 4 = d 代入 式 (8-1)， 消 去 xw， 得 上 述 超 球面 在 5,COxyz) 中 
欧 超 投影 是 一 个 三 维 空间 中 的 球面 ， 即 
(XxX~- a + b+t+(z—-c)=R’ (8-2) 
超 球 面 被 任意 位 置 的 超 平面 所 截 ， 均 可 截 得 二 维 球面 。 当 辅助 超 截 面 ACY E51) 与 超 球面 
相交 时 ， 所 截 得 的 球面 在 5, 中 的 超 投影 反映 实 形 ， 如 图 8-24¢ 所 示 。 
由 式 〈8-1) 得 : 
(FY—- b+lz—- e+Cu—- d=R-(x— a) (8-3) 
显然 ， 随 着 * 值 改 变 ， 可 以 得 到 一 系列 不 同 半径 的 球面 。 若 x = ae ， 则 
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(yy- b+t(z-c)+C(u~—- d=R’ 

即 所 截 得 的 球面 为 最 大 。 

车 x = 土 R+ a 时， 所 鹤 得 球 的 半 色 为 零 。 

当 超 截面 了 倾斜 于 Z,( 又 垂直 于 x1) 时 ， 所 截 得 的 球面 在 5, 中 的 超 投 影 为 椭 球 面 , 如 图 
8-25 所 示 。 图 中 还 应 用 投影 变换 ， 求 得 了 该 球面 的 实 形 。 

在 超 球面 上 取 点 的 步骤 和 方法 与 前 述 在 超 平面 上 取 点 的 情况 相似 。 设 超 款 面 上 有 一 点 
KE， 已 知 K!、K，， 求 K,。 具 体 作 图 步 又 如 下 《图 8-26): 


图 8-25 ” 超 球面 与 超 截 面相 交 图 8-26 超 球面 上 取 点 


(1) 过 作 辅 助 超 平面 A(J5,)， 它 与 超 球面 交 于 球面 S, 所 求 点 KK 必定 位 于 SL 上。 

《2) 由 于 S 属 于 A 内， 所 以 ， 可 用 三 维 画 法 几何 方法 ， 由 KK 求 得 Ks。 

二 、 超 柱 面 

超 圆 柱 面 可 由 以 下 三 种 情 襄 形成 ， 

《1) 设 四 维 室 间 中 超 圆柱 面 的 母 而 为 球面 SCV2ED， 使 S 沿 方向 7(Vex) 移动 ， 移 动 
时 母 面 S$ 的 半径 不 变 ， 如 图 8-27 a 所 示 。 

(2 ) 设 一 圆柱 面 SCY5,) 为 母 面 ， 并 使 S 绕 包括 该 柱 面 轴线 的 平面 a (x,》 旋 转 ， 
旋转 时 母 面 的 大 小 不 变 ， 如 图 8-275 所 
示 。 

《3) 以 一 圆柱 面 SC/zEs) 为 母 面 ， 
并 使 S 沿 方向 T(Joz) 移动 , 移动 时 母 面 
S 的 半径 有 规律 地 缩小 至 零 ， 如 图 8-27 e 
所 示 。 

超 网 柱 面 被 超 平面 所 截 ， 可 截 得 球 
面 、 椭 球面 、 贺 柱 面 。 

当 超 截 面 T 了 垂直 于 超 圆 柱 面 的 轴线 
时 ， 截 得 的 球面 与 母 球面 大 小 相同 ， 如 图 
8-28 a 所 未 。 图 8-27 超 柱 面 的 形成 
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当 超 截面 倾斜 于 超 贺 柱 面 的 轴线 时 ， 截 得 椭 球 面 ， 如 图 8-28 b 所 示 。 此 时 ， 椭 球面 在 
5, 中 的 超 投 影 为 球面 ， 它 的 实 形 可 通过 投影 变换 求 得 。 

当 超 截面 平行 于 超 圆 柱 面 的 轴线 时 ， 鹤 得 圆柱 面 。 图 8-29a 中 ,， 超 截 面 ACIE,) 可 
截 得 一 半径 为 的 圆柱 面 ， 它 在 5, 中 的 超 投影 反映 实 形 。 图 8-29b 中 ， 超 截面 A 垂直 于 
xsa， 倾 斜 于 5,， 截 得 的 圆柱 面 在 2, 中 的 超 投影 为 椭圆 柱 面 ， 它 的 实 形 可 通过 投影 变换 求 


a) 


图 8-28 超 柱 面 与 超 裁 面相 交 图 8~29 超 柱 面 与 超 截 面相 交 


超 斜 椭圆 柱 面 的 形成 与 超 圆柱 面相 比 ， 其 差别 仅 在 于 其 母 球面 移动 的 方向 下 倾斜 于 投影 
空间 ， 如 图 8-30 a 所 示 。 当 超 截面 T /23, 时， 在 超 斜 三 圆柱 面 上 截 得 与 母 面 同样 大 小 的 球 
面 ， 如 图 8-30b 所 示 。 

当 超 截面 了 垂直 于 超 斜 椭圆 柱 面 的 轩 线 
时 ， 可 截 得 一 椭 球 面 ， 如 图 8-31 a 所 示 。 

当 超 截面 人 平行 于 超 斜 梢 圆柱 面 的 轴 线 
时 ， 可 截 得 一 椭 贺 柱 面 ， 如 图 8-31b 所 示 。 

三 、 超 锥 面 

超 圆锥 面 可 由 下 述 两 种 情况 形成 

《1)》 四 维 空间 中 的 球面 S (/z, ) 沿 方 
向 了 (Vx) 移动 ， 移 动 时 母 球面 S 的 半径 有 规 
律 地 逐渐 缩小 至 零 ， 如 图 8-32 a 所 示 。 

《2 ) 四 维 空间 中 的 母 锥 面 SC/z,) 绕 包 图 8-30 超 计 本 回 柱 面 的 形成 
含 该 锥 面 轴线 的 平面 "(Xr,) 旋转 ， 旋 转 时 母 锥 面 大 小 不 变 ， 如 图 8-32b 所 示 。 根据 其 形 
成 原理 可 知 ， 当 超 截 面 T 通过 其 轴线 , 并 垂直 于 x, 时 ， 可 截 得 与 母 锥 面 同 样 大 小 的 锥 面 , 但 
它 在 5 中 的 超 投影 为 一 椭圆 锥 面 , 如 图 8-32 c 所 示 。 

当 超 截面 T 垂 直 于 超 圆锥 面 的 轴线 时 ， 可 截 得 一 半径 为 的 球面 ， 如 图 8-35 a 所 示 。 

当 超 茂 面 T 平 行 于 超 圆锥 面 的 轴线 时 ， 可 截 得 一 双 叶 双 曲 回转 面 ， 如 图 8-33 b 所 未 。 

当 超 截面 T 倾斜 于 超 圆 锥 面 的 轴线 时 ， 可 截 得 一 风 球 面 ， 如 图 8-33 。 所 示 。 

超 斜 机 国难 面 的 形成 与 超 圆 维 面相 比 ， 其 差别 仅 在 于 母 球 的 移动 方向 了 倾斜 于 投影 空 
闻 ， 如 图 8-34 a 所 示 。 当 超 截面 下 /zz, 时 ， 它 与 超 斜 椭圆 锥 面 截 得 一 半径 为 r 的 球面 ， 如 图 
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b) 
图 8-33 ” 超 圆 锥 面 与 超 截 面相 交 


8-34b 所 东 。 如 果 在 母 球面 上 任 取 一 贺 。， 并 与 顶点 相连 ， 即 可 在 超 斜 权 贺 欠 面 上 取出 一 射 
国 惟 面 ， 如 图 8-34。 所 示 。 

例 试 求 直线 ! 与 超 斜 梢 图 柱 面 的 交点 。 

解 ， 如 图 8-35 所 示 

(1) 在 超 斜 梢 圆柱 面 上 取 一 系列 斜 酉 圆柱 面 〈 作 图 方法 参见 图 8-34 。)。 

(2 》 过 直线 ! 作 辅助 超 平面 了 ( 上,)， 并 分 别 求 出 它 与 各 斜 桶 圆柱 的 交 线 《椭圆 ), 一 
系列 椭圆 的 集合 为 一 档 球 面 a。， 即 为 辅助 超 平面 与 超 斜 椭圆 柱 面 所 截 得 的 曲面。 

(3 ) 由 于 椭 球 面 "与 直线 ! 共存 于 辅助 超 平面 内 ， 可 采用 类 似 三 维 画 法 几何 的 方 
法 ， 即 过 直线 ! 作 辖 助 平面 P， 它 与 机 球面 交 于 椭圆 ， 该 酉 圆 与 直线 ! 的 交点 M、N 即 为 
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图 8-34 ” 超 斜 椭圆 柱 面 
斯 求 。 
”四 、 超 棋 球 面 
超 椭 球面 可 由 下 述 两 种 情况 形成 ， 
(1) 四维 空 间 中 的 椭 球 面 SCJE,〉 沿 方向 T(x) 移动。 移动 时 ， 椭 球面 的 各 轴 按 一 
定 规律 逐渐 缩小 至 零 ， 如 图 8-36 a 所 示 。 当 超 蕉 面 T/Z, 时 ， 可 截 得 一 各 轴 都 缩短 的 椭 球 
面 ， 如 图 8-36 b 所 示 。 


图 8-35 确定 直线 与 超 斜 椭圆 柱 面 的 交点 图 8-36 ” 超 椭 球面 的 形成 


《2) 设 四 维 空间 中 的 球面 S (IE4) 沿 方向 TC 4 ) 移动 。 移 动 时 , 球面 S 的 半径 按 一 
定 规律 逐渐 缩小 至 零 ， 如 图 8-37 所 示 。 当 超 截面 A/ 2, 时 , 可 截 得 一 半径 为 的 球面 。 图 中 
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还 表示 了 另 一 超 截面 (J x,) 与 超 椭 球 面相 截 交 的 情况 。 

五 、 超 环 面 

超 环 面 可 以 看 成 是 一 母 球面 SC(J51) 绕 平 面 a (Yzxi 旋转 ， 旋 转 时 母 面 8 的 大 小 不 变 ， 
如 图 8-38 a 所 示 。 

当 超 环 面 与 超 截 面 A(/5，) 相交 时 ， 可 截 得 一 环 面 ， 如 图 8-38 b 所 示 。 


图 -37 起 术 球面 与 起 稚 面 相交 。 ”。。”、 ”图 8-38 起 环 而 的 形成 及 与 超 妆 面相 交 


第 三 篇 ”其 他 体系 中 的 
多 维 画 法 几何 学 
第 九 章 ”直角 坐标 体系 中 的 四 维 画 法 几何 学 


应 用 直角 坐标 体系 来 论述 四 维 空间 中 的 画 法 几何 学 ， 有 具有 蒙 若 法 直角 投影 作 图 的 优点 ， 
同时 也 能 使 图 形 分 开 从 而 提高 其 清晰 程度 。 


”第 一 节 ”几何 元 素 的 图 示 法 


一 、 四 推 坐标 轴 的 建立 

如 图 9-1 所 示 ， 从 原点 0 作 互相 垂直 的 四 根 轴 为 直角 坐标 轴 ， 分 别 以 x 、、z 、“ 表 
示 。 为 便于 作 图 ，* 和 = 、》 和 4 在 一 直线 上 ， 但 应 认为 这 四 根 轴 中 任何 两 根 都 是 互相 垂直 
的 。 这 四 根 轴 形 成 六 个 投影 面 。 其 中 四 个 投影 面 为 x*y、yz、zu、ux。 如 图 9-2 所 示 ， 另 外 
西 个 投影 面 ， 可 作 45" 辅助 线 ， 将 4 〈 或 >) 旋转 90 ， 与 了 (或 *) 轴 形 成 投影 面 yw 同 
理 ， 将 z (或 x) 旋转 9 ， 与 x (或 z) 轴 形 成 投影 面 *z。 可 以 看 出 ，xw 与 yz，x2》 与 
zu 为 绝对 垂直 ， 它 们 相交 于 坐标 原点 。 


狠 9-1 四 维 坐 标 轴 的 建立 和 点 的 投影 图 图 9-2 ”点 的 六 面 投影 图 

四 维 空 间 中 有 四 个 三 维 子 空间 yzu、xzu、xyu、*y2， 分 别 以 51、5:、Z3、Z4 表示 。 

二 、 四 维 空间 中 点 的 投影 

若 已 知 点 4 〈x4、y4 za)， 则 可 在 坐标 轴 上 分 别 截取 各 点 4:、A,、A:、4A，。 然 
后 ， 从 这 些 点 作 坐 标 轴 的 熏 直 线 , 得 点 4 在 各 个 投影 面 上 的 投影 4:、4s、4s、4.， 再 通过 45” 
辅助 斜 组 作出 投影 4s、4e。 (图 9-1 及 图 9~2)。 显 然 ，A1AsAs、A2AoAs3、A1A1As、AsAsd 
分 别 为 点 在 x*yz、yzu、xyu、xzu 四 个 三 维 子 空间 中 的 投影 以 x 、》、z 、“ 为 基线 的 
各 组 投影 分 别 为 414;At、A1A2Ao、 AsAiAs、A1AaAso 

三 、 四 维 空间 中 直线 的 投影 

图 9-3 为 直线 4B 的 投影 图 。 利 用 直角 三 角形 法 可 求 出 线段 的 实 长 。 其 作法 有 二 种 ， 其 
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一 是 逐次 进行 作 图 ， 如 图 9-3 所 示 ， 以 4.8。 作为 一 直角 边 ， 逐 步 以 Ax、Au 作为 另 一 直角 
边 求 出 其 实 长 ， 其 二 是 利用 绝对 垂直 的 两 个 投影 面 上 的 投影 作为 两 个 直角 边 ， 求 出 其 侍 边 即 
为 线段 实 长 ， 如 图 9-3 所 示 ， 以 4;B8、A418B, 为 直角 边 ， 
求 出 线段 4B 的 实 长 。 

图 9-4 为 平行 于 5， (yzu) 的 直线 48 的 投影 图 。 
由 于 xj = xse， 因 此 4B7Y，44041 4u。AB 在 5 中 的 
超 投影 〈4B8) ,反映 实 长 ， 应 用 直角 三 角形 法 由 投影 
A2:B:、AsB; 妈 可 求 得 48 的 实 长 。 

图 9-5 为 性 直 于 xy 面 ( 妈 平行 2, 和 525) 的 直线 
的 授 影 图 。 由 于 x4= *s 7y4= ye， 因此 在 *y 面 上 的 投 
影 418, 重 影 为 一 点 ，A2B: 上 上 >，445Lx。 若 直线 
AB 垂直 于 xy 面 ， 则 必定 平行 于 zx 面 ， 因 此 4;Bs 反 
映 线 段 的 实 长 。 : 图 9-3 直线 的 投影 图 

图 9-6 为 垂直 于 ZE:〈 即 平行 [。、Z，、54) 的 直线 的 投影 图 。 由 于 y4= yoy zy= 283 U4= 
up， 因此 在 yz、za 面 上 的 投影 4.B:、A4,Bs 重 影 为 一 点 ， 显 然 ， 投 影 41B81!/、A48, 反映 线 
段 的 实 长 。 


图 9-4 平行 于 的 直线 图 95 垂直 于 xy 面 的 直 图 9-6 垂直 于 5, 的 直线 
的 投影 图 线 的 投影 图 的 投影 图 


网 、 四 和 维 空间 中 平面 的 投影 

图 9~7 为 一 般 位 置 平面 A4BC 的 投影 图 。 图 9-8 为 平行 于 工 , 的 平面 的 投影 图 。 图 9-9 
为 平行 于 zu 面 〈 基 垂直 于 xy 面 〉 的 平面 的 投影 图 ， 因 此 人 入 4,BsC; 反 映 入 4B8C 的 实 形 ， 
A1B1C, 重 影 为 一 点 。 


图 9-7 一 般 位 置 平面 的 投影 图 图 9-8 平行 于 5, 的 平面 的 投影 图 
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图 9-9 平行 于 zu 面 的 平面 的 图 9-10 ”垂直 于 2 的 平 图 9-11 平行 于 3 且 垂 直 
投影 图 面 的 投影 图 于 Za 的 平面 的 投影 图 


图 9-10 为 垂直 于 DZ; 的 平面 的 投影 图 ， 平 面 在 2, 中 的 投影 为 直线 ， 其 投影 4.B2C，、 
AsBsC， 也 为 直线 。 图 9-11 为 平行 于 zi 
且 垂 直 于 2: 的 平面 的 投影 图 。 

五 、 超 平面 的 投影 

图 9-12 为 超 平 面 48CD 的 投影 
图 。 图 9-13 为 用 迹 线 表示 的 超 平面 的 
投影 图 。 


岂非 迹 线 表示 的 超 平 面 可 以 转化 为 
由 迹 线 表示 。 因 此 ， 欲 求 超 平 面 的 迹 
线 ， 可 先 求 出 超 平面 中 的 平面 与 投影 面 图 9-12” 超 平面 的 图 9-13” 超 平面 的 迹 
的 交点 〈 迹 点 ) ， 然 后 ， 连 接 同 面 迹 投影 图 线 表 示 法 


点 ， 即 得 迹 平 面 的 问 面 迹 线 。 和 欲求 超 平面 中 基 一 平面 的 迹 点 ， 有 两 种 途径 (图 9-14)， 

(1) 求 超 平面 中 某 一 平面 在 两 个 投影 空间 (如 5 与 5, 或 5; 或 5,〉 中 的 超 投影 的 两 
条 迹 线 。 这 两 条 迹 线 在 相 邻 的 投影 面 上 ， 即 它们 为 同一 投影 空间 中 一 直线 的 两 个 投影 。 然 后 
按 三 维 画 法 几何 方法 求 出 其 迹 点 , 即 为 超 平面 在 该 投影 面 上 的 迹 线 上 的 一 个 迹 点 。 如 图 9-14 
所 示 ， 已 知 超 平面 了 ， 首 先 分 别 求 出 平面 BCD 在 23: 中 的 投影 (BCD)。 在 xu 库 上 的 迹 线 
MNs， 以 及 在 R 中 的 投影 (BCD): 在 xy 面 上 的 迹 线 MIN MiN 和 MiNi 同 处 在 5 空 
间 ， 然 后 求 出 其 迹 点 Pi 种 Q,, 即 为 超 平面 T 在 xy 和 *u 面 上 的 迹 线 :和 r 上 的 迹 扎 。 由 于 
AzD: 通过 原点 ， 因 此 可 以 直接 求 出 xx 面 上 的 另 一 迹 点 R, 。R 与 Q4 的 连 线 即 为 迹 线 ri 。 
Ti: 与 的 交点 为 Te，Ts 与 Pi: 的 连 线 即 为 r 。Yr: 与 》 轴 的 交点 为 yo 

(2 ) 求 超 平面 中 某 一 平面 在 两 个 投影 空间 (如 5 与 4 或 5 或 5，) 中 的 超 投影 的 两 
条 迹 线 。 这 两 条 迹 线 在 同一 投影 面 上 , 它们 的 交点 即 为 该 平面 在 投影 面 上 的 迹 点 。 如 图 9-14 
所 示 ， 可 分 别 求 出 BCD 平面 在 2, 中 的 投影 (8CD), 在 yz 面 上 的 迹 线 S:U:， 以 及 在 2 中 
的 投影 (BCD), 在 yz 面 上 的 迹 线 瑚 : 环 :，S:0Uas =gs 与 产 s = hs 的 交点 J 即 为 BCD 平 面 
与 yz 面 的 交点 ， 连 接 Tt, 与 r* 即 为 所 求 的 迹 线 rs 。 

显然 ， 射 绥 VU SW. 将 通过 中 心 也 2 因此 可 认为 矿 : 与 Us:、 Ss 与 w, 是 通过 D: 的 

对 应 点 ， 它 们 分 别处 在 D:C、D:B。 上 。 同 样 可 以 在 D4: 上 作出 相应 的 两 个 点 (图 上 未 作 
击 )， 与 上 述 两 对 点 ， 形 成 三 对 对 应 点 ， 根 据 第 沙 格 定理 其 对 应 直线 的 交点 必定 在 一 直线 上 ， 
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图 9-14 ”由 非 迹 线 表 示 的 超 平 而 转化 为 由 迹 线 胡 示 的 作 央 方 法 


该 直线 即 为 迹 线 +, 。 

图 9-15 为 平行 于 2 〈 即 垂直 于 Z:、2,、2Z,) 的 超 平 面 T 的 投影 图 。 这 时 +.、™, 具有 重 
影 性 。 图 9-16 为 垂直 于 2,、2* 〈 即 垂直 于 zu 面 ) 的 超 平面 了 的 投影 图 ， 迹 线 Ys 具有 重 影 
性 。 图 9-17 为 垂直 于 5，(《 即 平行 于 x 轴 ) 的 超 平面 T 的 投影 图 。 


图 9-15 平行 于 z, 的 起 图 9-16 矢 直 于 zu 面 的 超 平 图 9-17 垂直 于 Zi 的 超 
平面 的 投影 图 面 的 投影 图 平面 的 投影 图 


二 节 ”几何 元 素 闻 的 相对 位 置 


一 、 两 超 平面 相交 
如 图 8-18 所 示 ， 两 超 平面 T、A 相交 ， 其 同 面 迹 线 的 交点 即 为 两 超 平面 的 共 有 点 ， 连 
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接 各 点 的 同 面 投影 即 为 交 平 面 的 各 个 投影 。 一 般 应 有 三 对 同 面 迹 线 相交 即 可 求 出 两 超 平面 的 
交 平 面 。 

图 9-19 为 平行 于 ZE 的 
超 平面 与 一 般 位 置 超 平面 
A 的 交 平 面 MPQ 的 作 图 方 
法 。 由 于 Tt/ >， 即 M.Pif 
了 了， 则 M, Psf 4,s 同 理 ， 
PQ  ， 则 P:Q:/ as。 实 
际 上 ，M:P:、P: Q: 即 为 交 
平面 在 3: 中 对 yz、z2 的 迹 图 9-18 一般 位 置 的 两 个 超 图 9-19 ”平行 于 5 的 超 平面 与 
线 。 平面 相交 一 般 位 置 超 平 面相 交 

二 、 直 线 与 超 平 面相 交 

图 9-20 为 一 般 位 置 直线 ! 与 超 平面 了 的 交点 KK 的 作 图 方法 。 过 ! 作 垂直 于 xy 面 的 超 
平面 A， 则 4 上 LY、4,1 x， 求 出 T 与 A 的 交 平 面 (人 MNP)。 交 平面 在 5 中 的 投影 为 
AM:N:P: 及 人 MsNsPs 。 在 2: 中 过 !, 作 辅助 面 求 出 交点 K 的 投影 K,、K,， 由 此 再 求 出 
Ki、 Ks o 

图 9-21 为 应 用 平行 于 投影 空间 5 的 辅助 超 平面 求 交 点 天 的 作 图 方法 。 如 辅助 超 平面 与 
Z: 重合 ， 则 与 的 交 平 面 的 迹 线 即 为 +r，、t4，!,、L 即 为 /在 Zs 中超 投影 的 两 个 二 维 投影 。 
由 此 可 利用 辅助 平面 法 求 出 交点 (1,、1,)， 再 求 出 1, 。 如 另 作 一 超 平面 A 平行 于 5;， 则 其 
交 平 面 在 组 成 Z: 的 投影 面 zu、xu 上 的 迹 线 为 pp、p，(s;、()。P;、ps 也 属于 5s， 由 此 又 
可 求 出 另 一 交点 (J，、J,)， 再 求 出 J， 。IL1、J 的 连 线 与 1 的 交点 好 为 所 求 点 KK 的 一 个 投影 
天 ,， 由 KK 可 求 出 KK,、KK,。 


图 9-20 应 用 垂直 于 投影 空间 的 辅助 超 平 面 求 作 图 9-21 应 用 平行 于 投影 空间 的 辅助 超 
一 般 位 置 直线 与 超 平 面 的 交点 平面 求 作 一 般 位 团 直 线 与 超 平 面 的 交点 
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三 、 在 超 平 窗 内 到 点 

如 图 9-22 所 示 ， 已 知 超 平 面 了 内 的 点 KK 的 两 个 投影 KK,/、Ks，， 求 作 其 他 投影 。 可 过 KK 点 
作 辅 助 超 平面 A， 为 方便 起 
见 ， 使 AJ2，， 则 4.43， 
由 此 可 求 出 交 平 面 P 在 荆 , 中 
的 两 迹 线 p,、p;。 因 在 平 
面 P 上 ， 根 据 这 一 几何 人 性 
质 ， 即 可 由 K, 求 出 KK 及 
等 。 

四 、 两 超 平面 平行 

若 两 超 平 面 平 行 ， 则 其 
同 面 迹 线 和 同 空间 迹 面 必定 
互相 平行 。 

如 图 9-23 所 示 。 超 平 图 9-22 在 超 平面 内 取 点 图 9-23 两 超 平面 平行 
面 了 平行 于 超 平面 A， 其 迹 线 rilj/ 4， rsf i， ray ia， ri 1 等 。 

过 一 已 知 点 KK 作 一 超 平 面 个 平行 于 已 知 超 平面 A， 其 作 图 方法 为 图 9-22 的 逆 过 程 ， 基 
这 时 个 的 各 条 迹 线 方向 已 确定 ， 其 作 图 步骤 如 图 9-24 所 示 。 

五 、 直 线 与 超 平面 泪 直 

若 一 直线 垂直 于 一 超 平面 ， 则 必定 垂直 于 过 牌 足 并 在 超 平 面 中 的 所 有 平面 。 

如 图 9-25 所 示 ， 直 线 ! 垂直 于 超 平面 了， 该 直线 必定 垂直 于 rir:、rars、trari、riri 等 
迹 面 ， 因 此 ! 的 各 个 投影 必定 垂直 于 其 同 面 迹 线 ， 即 如 上 ru 4 ra，4_Lrs， (ri 其 垂 
足 即 为 直线 与 超 平 面 的 交点 。 


图 9-24 过 一 点 作 一 超 平面 平行 于 图 9-25 直线 与 超 平面 属相 
一 已 知 超 平 面 
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第 三 节 投 影 变换 


一 、 点 的 变换 


直角 坐标 体系 中 投影 变换 的 基本 原理 与 兹 若 法 中 投影 变换 相似 ， 即 以 新 的 投影 空间 来 代 


替 原 有 的 投影 空间 ， 每 次 只 能 变换 一 个 投影 
空间 ， 且 不 能 重复 变换 同一 投影 空间 。 

如 图 9-26 所 示 ， 车 变换 投影 空间 Pi ， 
则 点 的 坐标 x 变 为 x,，7 了 、z 、w 为 不 变 
坐标 ( 见 图 左上 角 )， 若 变换 投影 空间 52, ， 
则 坐标 = 变 为 z2,，*x*、》、w 为 不 变 坐 标 

( 见 图 右上 角 )， 车 变换 投影 冠 间 5,， 则 从 

标 “ 变 为 wu，x 、y 、z 为 不 变 谷 标 《 见 图 
左下 角 )。 

二 、 直 线 的 变换 

如 图 9-27 所 示 , 48B 为 一 般 位 置 直 线 。 
第 一 次 变换 将 投 影 空 间 2 变 为 Zs， 使 


4 


图 9-28 平面 的 投影 变换 
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3 4sB:。 显 然 , uj 4sBs, 即 4 有 与 Zs 等 距 ，4B 为 空 平行 线 。 第 二 次 变换 ， 将 投影 空间 5 
谈 为 Zi:， 使 xz/ A411B4: 。 显 然 ，4s:B,: 重 影 为 一 点 , 48 与 x2》s 投 影 面 xsya 平行 , 其 投影 
AiBis 反 缺 4B 的 实 长 。 第 三 次 变换 , 将 投影 空间 3 变 为 2 ss， 使 x1 A412Bis， 这 时 4:B:、 
AssBss 均 重 影 为 一 点 ，AB 与 xs 平行。 

三 、 平 面 的 变换 

如 图 9-28 所 示 ， 公 4BC 为 一 般 位 置 平 面 ， 为 使 平面 垂直 于 某 一 投影 空 间 ， 必 须 变 换 平 
面 上 一 直 绥 ， 使 其 垂直 于 某 一 投影 空间 ， 也 即 平行 于 相应 的 投影 轴 。 为 此 先 在 平面 上 作 一 空 
平行 线 ， 如 图 所 示 为 平行 于 Bi 的 直线 BD， 这 时 BD/ 了》，BsDsf  。 经 过 二 次 变换 后 ， 
BD 成 为 轴 平 行 线 ， 这 时 平面 在 0: 体系 中 成 为 空 垂 直面 。 再 变换 二 次 ， 则 成 使 平面 4BC 为 
平行 于 zw， 其 投影 4sBsCs 反映 人 4BC 的 实 形 。 

四 、 超 平面 的 变换 

如 图 9-2 9 所 示 ， 了 为 一 般 位 置 超 平面 。 取 y: 二 rz， 则 ri 变换 为 rie rz 变换 为 rip 
其 中 使 Oirv = Or。 这 时 超 平面 与 B, 变换 后 的 空间 Zs1 垂直 。 再 作 x:|t*rio 使 OaTy, = OiTy1s 
作出 rr，ry: 与 ze 的 连 线 Tt 即 为 T 在 投影 面 *ay* 上 的 迹 线 ， 这 时 超 平面 工 牌 直 于 包 含 
-x*2ys 的 投影 空间 DZ 和 Zrls 具有 重 影 性 。 如 再 变换 一 次 ， 则 了 为 平行 于 3, 的 超 平面 。 

如 图 9-30 所 示 ， 为 了 求 点 4 到 超 平 面 T 的 距离 ， 作 图 时 先 变换 超 平面 T, 使 其 垂直 于 举 
标 面 yiz:， 然 后 从 4s1 作 r:: 的 垂 线 ， 其 重 足 为 Ki， 则 4 即 为 所 求 距 离 的 实 长 


图 9-29 超 平面 的 投影 变换 图 9-30 求 点 到 超 平面 的 距离 


第 四 节 . 依 卡 哈 脱 方法 


1929 年 工 . 依 卡 哈 脱 Eckhart》 在 “四 维 空间 ”一 书 中 提出 应 用 直角 坐标 体系 来 表示 
芭 维 空间 的 几何 元 素 及 其 相对 位 置 与 图 解 某 些 度量 问题 [12]。 

一 、 点 的 图 示 法 

依 卡 险 脱 提出 的 直角 坐标 体系 的 形式 如 图 9-31 所 示 ， 其 坐标 轴 为 v、>、z、 上 。>” 
与 z 在 一 直线 上 称 为 X 向 ，》 与 二 在 另 一 直线 上 称 为 了 向 。 如 已 知 点 尸 的 坐标 为 ww、 
2?、 和 村。 点 己 分 别 用 两 个 图 象 表示 ， 第 一 图 银 P/ 由 坐标 x*,、y, 确定 ， 第 二 图 象 P?” 由 坐标 


135 


z;、t; 确定 ， 这 两 个 图 象 是 彼此 完全 独立 的 。 由 坐标 》,、z, 决定 的 图 象 P 称 为 辅助 图 象 ，P 
可 由 PP 、P” 作出 。 

二 、 直 线 的 图 示 法 

设 直线 8& 由 两 点 P,、P: 确定 ， 分 别 作出 P,、P; 的 投影 Pl、P1、P;、Pz， 其 同 面 投影 
的 连 绥 & 、g” 即 为 8 的 相应 图 象 。 如 图 9-32 所 示 ， 以 PtPi 和 P1Ps 为 两 直角 边 ， 作 出 一 
直角 三 角形 ， 其 斜 边 即 为 线段 P,P; 的 实 长 。 因 为 


图 9-31 ”点 的 图 示 法 图 9-32 直线 的 图 示 沁 


PP;= /FEr + 下 7EB7 二 [Xi1~ Xa) +(》1 一 yy2)2 二 《21 一 22)2 十 (下 一 可) 

式 中 ，(xi、y、 zh 人 6)、(xa、ys、2s、fa) 为 已 :、P: 的 坐标 值 。 

三 、 平 而 的 国 示 法 

平面 由 不 在 一 直线 上 的 三 点 所 确定 。 因 此 ， 分 别 作 出 三 点 的 第 一 图 象 与 第 二 图 象 ， 然 后 
分 别 连 接 之 ， 即 得 平面 的 第 一 图 象 与 第 二 图 象 (图 9-33)。 

如 图 9-34 所 示 ， 一 平面 垂直 于 投影 面 *y， 即 为 单 面 半 平 行 面 或 半 垂 直面 ， 它 在 xy 
面 上 的 投影 为 一 直线 ， 以 35 表示。 如 图 9-35 所 示 ， 一 平面 同时 垂直 于 投影 面 *y 和 zt， 即 
为 双 面 半 垂 直面 或 半 平 行 面 ， 其 投影 分 别 以 5 、Z7 表 示 ， 了 7 、Z7 的 方程 为 


图 9-.33 一 般 位 置 平面 的 图 9-34 垂直 于 投影 面 xy 的 平 图 9~35 同时 垂 走 于 投影 面 
图 示 法 面 的 图 示 法 xy 和 zx 的 平面 的 图 示 法 
Z“: pxt+gy+r=0 
E”; piz+dgt+ri= 0 
四 、 超 平面 的 图 示 法 
超 平 面 的 图 示 法 也 可 以 用 迹 线 或 非 迹 线 来 表示 。 图 9-36 为 超 平面 工 的 迹 线 图 未 法 。 超 平 
面 在 投影 面 xy、yz、zf 上 的 迹 线 分 别 以 4,/、d,、d, 表示。 
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车 超 平面 的 方程 为 


ax+by+czt+dt+e=0 
则 迹 线 di 、 心 、 几 的 方程 分 别 为 

di: ax+by+e=0 

d,: by+cecz+e=0 

ds: cz+dt+e=0 

图 9-36 中 ，P 为 超 平 面 中 的 一 点 ， 过 P 、P 忆 分别 引 di1、d 的 平行 线 2 、v”，v 人、v” 
的 交点 为 R'CR”*)。 由 此 可 见 ， 不 同 的 点 可 引出 不 同 的 射线 vz 、v”， 但 它们 的 交点 均 在 一 条 
直线 5 上。 6 称 为 超 平面 轴 ， 它 表示 与 两 重 平面 的 交 线 。 

由 于 "上 任 一 点 图 象 在 光 上 可 有 无 数 个 点 鸭 象 ， 即 有 ce 个 点 。 它们 的 投影 都 落 在 相应 
的 2 、v* 上 ， 即 处 于 由 "、 交 决定 的 平面 上 。 其 方程 为 : 

v’: ax+hy+ f=0 
v”, cz+dfti+(e—- f)=0 

同 理 可 通 出 oo0! 条 "平行 于 d,， 因 此 有 co! 个 平面 处 在 超 平 面 T 中 。 

在 5 上 任 一 点 的 坐标 为 > =- x，+ = 一》， 代 入 超 平面 的 方程 ， 好 得 5 的 方程 如 
下 : 

(Cac x+(b-d)y+e=0 

由 上 述 分 析 可 知 ， 若 已 知 超 平面 的 轴 5 及 一 组 射线 0、v”， 也 可 确定 该 超 平 面 。 

如 图 9-37 所 示 ， 已 知 一 超 平面 由 6 及 v/、v* 确定， 另 有 一 点 PCP’、P”)， 求 P 到 超 
-平面 了 的 最 短 距 离 。 作 图 时 可 过 P 、P?” 分 别 作 v 、v* 的 垂 线 ， 得 交点 Q4、Q?， 则 Q 在 超 
平面 T 上 ， 同 理 ， 在 T 上 男 取 一 组 射线 ， 得 交点 RR， 连 接 Q@、R 得 直线 8， 从 P 作 8 的 垂 
艇 ， 得 垂 足 $S， 则 PS' 即 为 P 到 人 的 最 短 距离 d。 


图 9-36 ” 超 平面 的 图 示 法 图 9-37 求 点 P 到 超 平面 了 的 最 短 距离 


第 十 章 “ 多 层 坐 标 面体 系 中 的 多 维 画 法 几何 学 


多 层 坐 标 面体 系 的 多 维 画 法 几何 学 ， 其 方法 是 根据 维 数 ” 将” - 1 个 坐标 面 〈 投 影 面 ) 
按 纵 向 或 横向 进行 排列 ， 以 此 图 示 描 述 多 维 空 间 几 何 元 素 及 其 相对 位 置 。 下 面 主要 论述 纵向 
排列 的 多 层 坐 标 面体 系 。 


第 一 节 几何 元 素 的 图 示 法 


纵向 排列 多 层 坐 标 面体 系 如 图 10-1 所 示 。 各 坐标 面 都 以 纵 线 分 段 作为 坐 标 轴 x!、x，、 
xs， 以 水 平 横 线 作为 坐标 町 x*,， 并 组 成 x1x,、*xsx4、*s*4 等 坐标 面 。 如 图 10-2 所 示 ，xsx4、 
xsx4 两 坐标 面 ，*, 是 公共 
轴 ， 此 时 x 指向 朝 下 ， 原 
最 下 面 的 x, 轴 可 以 省略 ， 
这 是 较 常用 的 一 种 形式 。 

一 、 点 的 图 示 法 

在 四 维 空间 中 的 任 一 点 
都 有 四 个 坐标 值 《x+、xz、 
xs、x4)， 并 且 ， 可 以 作出 
三 个 二 维 投影 图 。 显 然 ， 在 
n 维 空间 中 的 任 一 点 可 以 由 
n 一 1 个 二 维 投影 来 表示 。 
图 10-3 为 一 般 位 置 的 点 4 


的 投影 图 。4!/、4。、A，、 
4 、As、A6 分 别 为 4 在 图 10-1 纵向 多 层 些 图 10-2 ”纵向 多 层 坐 标 面体 系 
KI NI Nos Kg Kes XI X2、 标 面 体系 形式 之 一 形式 之 二 


x1X3、X2Xxs 坐标 面 〈 投 影 面 ) 上 的 投影 。 


图 10-3 点 的 六 面 投影 图 图 10-4 ”一般 位 置 直线 的 投影 图 
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二 、 直 线 的 图 示 法 

如 图 10-4 所 示 ， 连 接 直 线 上 A4、B 两 点 的 各 组 同 面 投影 ， 即 得 直线 4B 的 各 个 投影 。 
著 点 C 在 48 上， 则 Cc 的 各 个 投影 在 4 的 各 个 同 面 投影 上 。 如 已 知 点 C 的 坐标 xic， 即 可 
确定 C 在 直线 4B 上 的 投影 位 置 。 | 

如 图 10-5 所 示 ， 四 维 空间 中 垂直 于 子 空 间 0~x1x.x, 的 直线 48 的 各 个 投影 ， 在 坐标 面 
xixi、xaxi 上 的 投影 为 一 点 ， 在 坐标 面 xsx, 上 的 投影 平行 于 x* 轴 ， 且 反映 直线 线段 的 实 
长 。 

如 图 10-6 所 示 ， 四 维 空间 中 平行 于 坐标 面 x,*, 的 直线 4B 的 各 个 投影 ,在 坐 标 面 xx4、 
xsxi 上 的 投影 平行 于 x, 轴 ， 在 坐标 面 x,x, 上 的 投影 反映 实 长 。 

三 、 平 面 的 图 示 法 

如 图 10-7 所 示 为 平面 人 4BC 在 四 维 空间 中 各 个 坐标 面 上 的 投影 ，A4BC 由 三 点 4、 
8B 、C 所 确定 。 如 已 知 点 下 在 A4BC 上 ， 肝 已 知 其 中 一 个 投影 ， 山 可 由 辅助 线 CD 作出 所 的 
其 他 投影 .图 10-8 为 垂直 于 x,x, 的 平面 八 4BC 的 投影 图 ,图 10- 9 为 垂直 于 子 空 间 0 -x1xsx。 
的 平面 八 4BC 的 投影 图 。 


站 10-5 徕 直 于 子 空间 O- xixax4 图 10-6 平行 于 坐标 面 *3*。 图 10-7 一 般 位 置 平面 
的 直线 投影 图 的 直线 投影 图 的 投影 图 


图 10-8 。” 委 直 于 <x ,的 平面 的 投影 图 图 10-9 和 三 让 于 子 空间 0-xixsx4 的 平面 的 投影 图 


四 、 超 平面 的 图 示 法 
如 图 10-10 所 示 为 一 般 位 置 超 平 面 T 的 投影 图 ， 下 由 迹 线 误 示 ， 了 在 坐标 面 x,x,、*sx。、 


[| 


[EP 
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xsax4 上 的 迹 线 分 别 为 rt、rs、rs 。 图 10-11 为 平行 于 子 空间 0-*x2xsx, 的 超 平面 的 投影 
图 。 其 迹 线 ri xi 。 
| 


Xz Xe x2 


0 0 
Xa ag 
73 Xs 
有 


图 10-10 一般 位 置 超 平面 的 投影 图 图 10-11 平行 于 子 空间 0-xzxsx4 的 起 平面 的 
〈 迹 线 表 示 法 ) 投影 图 〈 迹 线 表示 法 ) 


第 二 节 ”几何 元 素 间 的 相对 位 置 


一 、 平 面 与 超 平面 相交 

图 10-12 为 垂直 于 坐标 面 x1x, 的 超 平面 与 平面 4BC 的 交 线 DE 的 作 图 方法 。 由 于 
ri 具有 重 影 性 ， 因 此 ， 交 线 在 x,x, 上 的 投影 D1E, 与 7 重合。 由 D1E, 再 求 出 交 线 的 另外 两 
个 投影 D,E,、D,E, 。 

二 、 两 超 平 面相 交 

如 图 10-13 所 示 ， 超 平面 4BCD 被 垂直 于 坐标 面 x,x, 的 超 平 面 T 所 帘 交 ， 其 交 平 面 
人 123 在 坐标 面 xixe 上 的 投影 1.2,31 与 重合 。 由 此 可 求 出 其 他 的 二 个 投影 人 1:2:3:、 
人 1:2.3: 。 

如 图 10-14 所 示 ， 以 迹 线 表示 的 一 般 位 置 超 平面 T 与 垂直 于 坐标 而 x1x, 的 超 平面 A 相 
交 ， 其 交 平 面 人 Al23 在 xix, 上 的 投影 112,3, 与 4, 重合 。 由 于 *, 与 4 均 在 坐标 面 xx 上， 
因此 公有 点 1 即 为 7 与 4, 的 交点 ， 投 影 1 与 之 重合 。 同 理 ， 可 求 出 2 、3 点 的 投影 2:、 
3s。 根 据 1,、2。、3; 再 求 出 各 点 的 其 他 投影 。 


图 10-12 平面 与 超 平 图 10-13 ”两 超 平 图 10-14 ”以 迹 线 表示 的 两 超 平面 (其 
面相 交 面相 交 中 之 一 垂直 于 xix)》 相交 


了 40 


如 图 10-15 所 示 ， 平 行 于 0 -xaxax 的 超 平面 A 与 一 般 位 置 超 平面 了 相交 ,其 交 平 而 123 


在 x,x, 面 二 的 投影 142,3, 与 4， 重合 ， 显 然 1*2:1r:，1s3sf To 
如 图 10-16 所 示 。 一 般 位 置 超 平面 T、A 相交 ， 其 交 平 面 123 的 点 1 在 x,x, 上， 即 为 


吕 与 4 的 交点 ， 点 2 在 x*ax, 上 , 即 为 rz、4s 的 交点 ; 点 3 在 xsxi 上 ， 即 为 Ya、4 的 交点 。 


三 、 直 线 与 超 平 面相 交 
如 图 10-17 所 示 ， 直 线 严 与 超 平面 相交 。 过 普 作 辅助 超 平 面 4A， 求 出 A 与 了 的 交 平 


面 ， 直 线 m 与 交 平面 的 交点 下 即 为 m 与 的 交点 。 


期 10-t5 ”以 迹 线 家 示 汐 两 超 平 面 图 10-16 .一般 位 辟 竟 ，. 一 鸭 19-17- 六 

(其 中 之 一 半 行 秆 0-xoxsx0 相交 两 个 超 单 菌 相安 “语音 丽 相 戏 

四 、 两 超 平面 平行 有 

如 图 10-18 所 示 ， 著 两 超 平 面 了 、 平行， 基本 了 有 二 色 庆 昨 宇 和 全 
rif 41,- EE raf hs . | 四 加 

五 、 家 线 与 越 平面 内 站 二 

on1 未， 省 二 与 幸村 的 个 机 是 于 的 和 出 


线 。 邑 症 上 TY WE mL , i 
和 


图 10-18、 rm 人 + to- 19 直线 与 超 平面 秋 直 


第 三 节 投 影 变 换 
多 层 全 村 面体 系 中 投影 更 攀 的 基本 原理 与 闪 著 法 .直角 胡 标 体系 区 相同， 扯 在 作 图 方 
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主 有 所 不 同 。 

一 、 点 的 投影 变换 

加 图 10-20 所 示 ， 已 知 点 4 的 投影 4:、4;:、A，。 如 变换 举 标 xs4， 即 以 Xs1、X11、xat 
依次 代替 xs、x、 *2， 则 xs4 变换 为 *3ty， 而 x4、*z 不 改变 如 要 求 改变 举 标 x 或 ra 
时 ， 也 可 依 上 述 方法 进行 变换 。 

二 、 直 线 的 投影 变换 

如 图 10-21 所 示 ， 已 知 一 般 位 置 直线 4B， 作 x4 平行 于 如 B， 即 4B1/ 0O-xixsxt， 也 
即 直 线 4B 变换 为 空 平行 线 。 如 继续 进 行 变 换 ， 作 *s 平行 于 4ziBs， 即 4 平行 于 xixs 

《xisxiz)， 因 此 在 该 面 上 的 投影 4i:Bis 反映 线段 48 的 实 长 。 


A 
xX 12 


图 10-21 直线 的 投影 变换 


图 10-22 平面 的 投影 变换 图 10-23 超 平面 的 投影 变换 


142 


三 、 平 面 的 投影 变换 

图 10-22 为 平行 于 0-xixsxi 且 垂 直 于 0 -xixsx4 的 平面 人 4BC 的 投影 图 。 作 * 平行 于 
4aB:C:， 即 经 过 一 次 变换 人 4BcCc 变 为 平行 于 坐标 面 <ix*《xuxie) 的 平面， 在 该 面 上 的 投影 
AuBuCu 反映 人 4BC 的 实 形 。 

四 、 超 平面 的 投影 变换 

如 图 10-23 所 示 ， 一 般 位 置 超 平面 了 的 迹 线 为 ri、rs、rs 。 作 xi 垂直 于 r ， 经 过 一 
次 变换 后 ， 迹 线 分 别 为 rtf、ra rs = ri 即 超 平面 垂直 于 0O-xixasx4 再 作 xs 垂直 于 rz 
经 过 第 二 次 变换 后 ， 迹 线 分 别 为 ra、=rsi = rzz、raz， 即 超 平 面 垂直 于 Xx (xisxis)， ra 具 
有 重 影 性 。 


第 四 节 孔 斯 方法 


S.A. 孔 斯 (Coons) 在 1954 年 担 出 了 横向 排列 的 多 层 坐 标 面 体系 (138]， 其 中 ， 几 何 
元 素 的 图 示 法 与 纵向 排列 相同 ， 仅 在 其 图 示 形 式 上 有 所 不 同 。 

图 10-24 为 横向 排列 的 多 层 坐 标 面体 系 的 形式 及 点 4 的 投影 图。 图 中 以 水 平 模 线 作为 
公共 坐标 值 x, 的 起 点 ， 以 若干 纵 线 分 别 作 为 坐标 值 x*、*x，、*4 的 起 点 ，4 点 各 投影 4,、 
A.、A4s 的 坐标 值 x*14 均 相 等 ， 因 此 4A!、A:、4， 在 平 行 于 x1= 0 的 一 条 直线 上 ， 再 由 xz 人 
xsai、xi4 即 可 确定 其 各 投影 的 位 置 。 

图 10-25 为 直线 4 有 的 投影 图 。 图 10-26 为 垂直 于 0 -x1xs*4 的 平 面 人 4BC 的 投影 图 。 
图 10-27 为 一 般 位 置 超 平面 的 迹 线 表示 法 。 


图 10-24 点 的 投影 图 图 10-25 直线 的 投影 图 


让 图 10- 26 平面 的 投影 图 图 10- 27 超 平面 的 投影 图 ( 迹 线 表示 法 ) 


综 上 所 述 ， 多 层 华 标 面 体系 与 蒙 若 体系 类 似 ， 所 不 同 的 是 蒙 若 体系 中 各 投影 面 的 公共 些 
标 轴 均 重合 在 一 起 ， 即 作 图 时 在 x2x,、x*s*， 面 上 的 投影 往往 又 合 在 一 起 ， 影 响 图 形 的 清晰 
度 ， 而 多 层 坐 标 面体 系 的 各 个 投影 面 都 可 分 开 ， 提 高 了 图 形 的 清 晰 度 ， 但 投影 图 的 幅面 较 
大 。 


第 十 一 章 ”平行 向 量 体 系 中 的 四 维 画 法 几何 学 


E.C. 费 特 浴 夫 (Benopos) 在 有 关 的 论文 9 日 中 提出 ， 在 平面 上 用 有 向 线段 (或 向 量 》 
来 表示 四 维 空间 中 的 点 。 以 后 一 些 学 者 在 此 基础 上 完善 了 这 种 方法 (15]， 系 统 地 提出 了 用 平 
行 向 量 法 来 论述 四 维 画 法 几何 学 中 的 问题 。 


第 一 节 ”几何 元 素 的 图 示 法 


一 、 点 的 图 示 法 

著 已 知 四 维 空间 中 点 4 的 坐标 xi、xai、xa4、xi， 为 了 使 4 的 坐标 与 图 象 之 间 在 图 形 
平面 上 成 单 值 对 应 ， 在 图 形 平 面 上 取 坐 标 体系 0 -xixsxsxi。 其 中 ，0O-xixs 为 直角 坐标 体 
系 ， 轴 x 与 轴 *: 在 一 直线 上 ， 其 指向 相反 ， 且 与 轴 x: (x。) 成 一 定 角度 。 为 简单 起 见 ， 度 
量 坐标 值 通常 取 为 等 测 。 

如 图 11-~1 所 示 ， 以 点 4 的 坐标 值 *,4、x24 在 图 形 平面 上 定 出 点 4 的 一 个 图 象 4o， 其 
余 两 个 坐标 x,4、x44 由 相应 的 线段 长 度 41;4; 和 4iz44 确定 。A124;,、A12A4 的 指 向 分 别 与 
xs、x4 的 指向 相同 。4,、A4 即 为 点 4 的 另 两 个 图 象 。 


图 11-] 平行 向 量 法 的 坐标 系统 图 11-2 直线 的 图 示 法 图 11-3 与 图 形 平面 相交 的 
与 点 的 图 示 法 直线 的 图 示 法 


二 、 直 线 负 图 示 污 

设 四 维 空间 中 直线 48B 由 其 上 两 点 4 Cx、 Xa、 X34s Xd) 和 B (xip、xap、xsg、x4o7 
所 确定 图 11-2)。 首 先 ， 分 别 作 出 4、B 点 的 各 个 图 象 4/:、4，,、4, 和 和 Bi:、B;、B,， 然 
后 连接 同 面 图 象 ， 即 得 直线 48B 的 各 个 图 象 。 由 此 可 知 ，A44,、Bs8, 是 平行 的 。 在 一 般 情 
况 下 ，4izBis、4asDs、444 三 条 直线 不 相交 ， 如 三 条 直线 交 于 一 点 (图 11~3)， 虽说 明 直线 
A8 与 图 形 平面 有 交点 ， 即 属于 同一 超 平 面 ， 该 交点 即 为 48 在 图 形 平面 上 的 迹 点 。 

由 此 可 见 ，4sA, 的 方向 即 为 轴 xs 或 x 的 方向 ， 因 此 图 示 几 何 元 素 时 ， 其 坐标 轴 通 常 可 


© E.C. axopos Toxaoe ws06pameHue TOoTeER mpocrpaEcTBa Ha ipocKkocTH，38mHCKH ropHoro 
HHCTHryTa, 1907, T, I. Bun. 1. 

© E.C. Pinopos Hasag HayeprarenbHAan reouerpnA, nu3BecTHA Poccudcrod AH, 1917, VI cep- 9 
T. XI. 


744 
以 省 略 。 

三 、 平 面 的 图 示 法 

在 四 维 空间 中 ， 平 面 的 图 示 可 先 分 别 作出 确定 平面 的 几何 元 素 的 各 个 图 象 ， 再 分 别 连 接 
它们 ， 即 得 平面 的 各 个 图 
象 。 

如 图 11-4 记 示 ， 一 平 
面 用 三 个 图 形 八 41B1:C 1、 
和信 A;BsCs、 人 入 A4Bs C4 来 下 
示 ， 这 三 个 三 角形 两 两 旦 透 
视 仿 射 对 应 ， 因 此 有 三 条 对 
应 轴 ris、rize、rsat， 它 们 通 
过 同一 个 点 及 ， 该 点 即 为 图 11-4 平面 的 图 未 法 图 11-5 用 迹 点 给 定 的 平面 
A48Bc 与 图 形 平 面 的 交点 ， 的 图 示 法 
称 为 平面 A4Bc 在 图 形 平面 上 的 迹 点 。 

设 平 面 RLK ， 点 五 的 xsg=xip= 0， 即 尺 ::、Rs，、R, 重合 为 一 点 Risss， 一般 UR 
表示 ; 点 天 的 xix= 0， 即 KK, 与 Kiz 重合 ， 以 Kia 表示; 点 工 的 xsc= 0， 邑 工 ; 与 1s 重 
合 ， 以 上 1zs 表示 。 以 上 述 方式 给 定 的 平面 即 为 迹 点 给 定 的 香 面 (图 11-5)。 

四 、 超 平面 的 图 示 法 

在 四 维 空间 中 ， 超 平面 的 图 示 可 先 分 别 作出 确定 超 平面 的 各 个 几何 元 素 ， 再 分 别 连 接 它 
们 ， 即 得 超 平 看 的 各 个 图 象 。 . 

如 图 11-6 所 示 ， 超 乎 面 4BCDD 用 图 象 41:8B1:C 12D1;、 A;BiCsD;、A,BsC4D, 表示 。 该 
四 面体 有 四 个 三 角形 ， 每 三 个 三 角形 有 一 个 迹 点 ， 即 有 四 个 迹 点 ， 并 且 必 定 都 在 一 直线 上 。 
此 直线 即 为 超 平面 与 图 形 平面 的 交 线 ， 称 为 超 平 面 在 图 形 平面 上 的 迹 线 。 

如 图 11-7a 所 示 ， 超 平面 是 出 分 别 位 于 各 投影 轴 上 的 点 Ti、Ts、Ts、T, 所 确定 ， 这 
些 点 的 连 线 TI、Ts、Ts、T4、Ts、T6s 即 为 了 在 相应 坐标 面 上 的 迹 线 。 通 常 以 交 于 迹 点 T, 的 
三 条 迹 线 ri、rt、zs 来 表示 超 平面 T (图 11-7b 》。 


图 11-6” 超 平面 的 图 示 法 图 11-7 超 平面 的 图 示 法 〈 用 迹 线 表 示 》 
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第 二 节 ”几何 元 素 间 的 相对 位 置 


一 、 点 在 直线 上 

车 点 C 在 直线 4B 上 , 则 点 C 的 各 个 图 象 C12,C;,C' 在 直线 48 的 各 个 同 面 图 象 41:B 1、 
AiBs、A4Bs 上 (图 11-8)。 

二 、 点 在 平面 上 

如 图 11-9 所 示 ， 点 K 
在 A4BC 上 ， 已 知 Kis， 和 欲 
作出 KK,、K,， 可 过 KK 作 辅 
助 线 4D， 则 K,、K, 分 别 在 
ADs、 AD, 上。 

图 11-10 为 平面 用 迹 点 
表示 时 ， 作 平面 上 点 已 的 方 
法 。 图 11-8 点 在 直线 上 图 11-9 点 在 平面 上 

三 、 直 线 和 平面 、 平 面 和 平面 在 同一 超 平面 内 的 条 件 

如 图 11-11 所 示 。 已 知 直线 ! 与 平面 A4BC (以 迹 点 表示 )。 欲 确定 两 者 是 否 在 同 一 超 
平 而 内 ， 必 需 判 别 两 者 是 否 有 交点 ， 如 有 交点 ， 则 处 在 同一 超 平 面 内 ， 如 无 交点 ， 则 不 在 同 
一 超 平面 内 。 过 直线 ! 作 辅 助 超 平面 了 (在 xix* 面 上 的 迹 线 为 zi)， 求 出 A4BC 与 了 的 交 线 
DE，DsBEs 与 (的 交点 为 Fa，D4B, 与 1 的 交点 为 F,。 若 连 线 户 P, 为 平行 组 段 ， 则 说 明 点 
FF 是 /与 人 4BC 的 交点 ， 即 ! 与 A4BC 在 同一 超 平面 内 。 

欲 确 定 两 平面 是 否 在 同一 超 平 面 内 ， 必 须 判 别 两 平面 是 否 有 交 线 ， 如 有 交 线 ， 则 在 同一 
超 平 面 内 ， 反 之 ， 则 不 在 同一 超 平 面 内 。 | 

四 、 赵 平面 内 的 点 

如 图 11-12 所 示 ， 已 知 点 K 在 超 平面 T (由 平面 人 4BC 和 面 外 一 点 了 决定 ) 内 ， 根 据 
已 知 图 象 K.:、K, 求 另 一 图 象 K,。 过 KK 作 辅 助 超 平面 A (在 xixa 面 上 的 迹 线 为 41,),， 求 出 
与 A4BC 的 交 线 EF，EEF, 与 DK 的 交点 Gs,， 过 Gs 作 4,4, 的 平行 线 与 BF 交 于 Gs 
则 K, 必定 在 DiG4 的 连 线 上 。 


图 11-10 用 迹 点 表示 平面 。 图 11-11 判别 直线 与 平面 有 无 图 11-12 点 在 超 平面 内 
上 的 点 的 作 图 法 交点 的 作 图 法 的 作 图 
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五 、 直 线 与 超 平面 相交 
如 图 11-13 所 示 ， 己 知 直线 m 与 超 平面 4BCD， 求 其 交点 ， 有 下 列 两 种 方法 : 
《1) 过 mw 作 超 平面 T， 求 昌 T 与 48CD 的 交 平面 BFGH， 由 于 mw 与 EF、GH 处 于 
同一 超 平面 T 内 ， 即 可 求 出 其 交点 。 下 即 为 nm 与 48CD 的 交点 (图 11~13)。 
《2 ) 在 超 平面 48CD 上任 取 一 点 ， 如 妃 ，D、w 决 定 一 平面 <，4 与 属于 超 平 面 
内 的 平面 (如 和 A4BC) 的 交点 为 I， 直线 DI 必定 在 面 上 ， 并 与 如 相交 ， 其 交点 为 K。KK 
在 mm 上， 又 在 超 平面 4BCD 上 上 ， 即 为 所 求 的 交点 。 
六 、 两 超 平 面相 交 
如 图 11-14 所 示 ， 已 知 超 平面 T、A， 分 别 以 TT 和、 和 4 表示， 求 其 交 
平面 。 
ri 44 的 交点 4 即 为 交 平 面 4BC 在 图 形 平面 上 的 迹 点 ， 即 xi= xi= 0。Ts、 入 的 交 
点 B， 为 交 平面 4BC 在 xixs 面 上 的 迹 点 ， 因 xss= xzae= 0， 即 Bz 在 加 x; 上 。ri、 妈 的 交 
点 C4 为 交 平 面 在 xixs 面 上 的 交点 ， 因 x2c= xsc= 0， 即 Ci 也 在 *: 轴 上 。 


图 11-13 直线 与 超 平面 相交 图 11-14 两 超 平面 相交 


第 三 节 费 里 波 夫 方法 


费 里 波 夫 《Bunmunos) 方法 (15] 是 用 平行 向量 法 来 表示 多 维 空间 几何 元 素 。 

一 、 点 的 图 示 法 

三 维 空间 点 41 的 两 面 投影 ， 如 图 11-15 所 示 ， 为 了 表示 第 四 维 ， 需 增加 轴 1 。 在 图 
形 平 面 上 取 # 与 轴 》 在 一 直线 上 ， 点 4 在 轴 {上 的 坐标 什 用 向 量 志 示 。 向 量 的 始点 为 三 维 空 
困 的 点 4。 终 点 为 4:， 方 向 沿 轴 上 。 向 量 的 水 平 投影 为 二 灰 ， 其 正面 投影 与 41 重 会， 以 
41: 表示 。 因 此 ， 在 四 维 室 间 中 ， 点 4 用 4,、4;、A41s 三 个 投影 带 示 。 

图 11-16 为 六 维 空间 中 点 的 图 示 法 。 在 四 维 坐 标 体 系 上 增加 轴 4 与 轴 v， 分 别 与 加 z 
与 轴 x 重合 。 除 原 有 41,、4:、4 生 外 ， 由 举 标 44、v4 分 别 从 4 和 出发， 作出 向 量 .4747 和 
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图 11-15 四 维 空间 点 的 图 示 法 图 11-16 六 维 空间 点 的 图 未 六 


Ai1。 A1， 其 长 度 分 别 表示 wu,、v4 的 坐标 值 ,这 样 ,用 五 个 投影 4/、A4:、A1:、A4;、A4 即 可 表 
示 一 个 六 维 空间 的 点 4。-4i 称 为 空间 点 4 的 水 平 投影 ， 4; 为 水 平 疝 量 投 影 ，41: 为 正面 投 
影 ，4; 为 第 一 正面 向 量 投影 ，41 为 第 二 正面 向 量 投 影 。 

二 、 直 线 的 图 示 法 

直线 的 图 示 法 分 别 由 直线 上 两 点 的 图 象 确定 。 

图 11-17、 图 11~18 分 别 为 四 维 空间 和 六 维 空间 中 直线 4B 的 图 示 法 。 

图 11-19 为 平行 于 投影 空间 0 -xy2 的 直线 的 图 示 法 ， 因 A414:= BiBz， 即 ty = fs。 


-EE 


和 i 
wi 
图 11-17 ”四 维 空 间 中 直线 的 图 11-18 六 维 空间 中 直线 图 11-19 平行 于 0- xy 名 
图 示 法 的 图 未 法 的 直线 的 图 示 法 


图 11-20 为 平行 于 坐标 面 xz 的 直线 CD 的 图 示 法 ， 这 时 yc = yp，tc= tp。 

图 11-21 为 平行 于 坐标 面 yt 的 直线 EF 的 图 示 法 ， 这 时 xs = 二 Xp，zs = ZFpo 

三 、 平 面 的 图 示 法 

平面 的 图 示 法 由 决定 平面 的 几 
何 元 素 的 图 象 确定 。 

图 11-22 为 处 于 一 般 位 置 的 平 
和 在 人 4BC 的 图 未 法 。 图 11-23 为 垂 
直 于 投影 空间 O-xyz 的 平面 
人 DEF 的 图 示 法 。 这 时 EF 垂直 
于 0-~xyz。 图 11-24 为 平行 于 投 
影 空 间 0-xzf 的 平面 A4BC 的 图 图 11-20 平行 于 xz 的 直 图 11-21 平行 于 yi 的 直 
示 法 ， 这 时 y4= ya= yco 线 的 图 示 法 线 的 图 示 法 

四 、 超 平面 的 图 示 法 

图 11-25 为 一 般 位 置 超 平面 4BCD 的 图 示 法 。 
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图 11-26 为 超 平面 T 的 图 承 法 〈 迹 线 表示 法 )， 通 常 以 交 于 迹 点 T, 的 三 个 迹 线 rt、rev 
Ts 来 表示 。 显然 ， 也 可 求 出 其 他 迹 线 (Ts, ro)， Ts 迹 线 为 T,、 了 的 连 线 。 


图 11~22 ”一般 位 略 平 闸 图 11-23 ”垂直 于 0O-x*yz 的 平 图 11-24 平行 于 0-xzt 的 
的 图 示 法 面 的 图 示 法 平面 的 图 示 法 


图 11-25 一 般 位 置 超 平 面 的 图 示 法 图 11-26 超 平面 的 迹 线 图 示 法 


第 十 二 章 ” 星 形 坐 标 体系 中 的 多 维 画 法 几何 学 
第 一 节 ，” 星 形 坐 标 体系 的 建立 


在 三 维 几 何 中 ， 常 以 正 等 轴 测 的 三 条 办 *、*s、xs 确定 一 个 三 维 谤 间 ， 如 图 12-1 中 的 
0O-xixzxs《 以 粗 实 线 表 示 )。 若 该 三 维 空间 沿 第 四 维 方向 *, 移动 ， 即 形成 一 个 四 维 空 间 . 
O -xixsxsxi 《加 上 不 线 部 分 )， 车 再 党 着 第 
五 维 方向 x; 移动 ， 则 形成 一 个 五 维 空间 
O-XixzXxsXsXxs 《加 上 细 实 线 部 分 ) ; 若 再 
沿 第 六 维 方 向 x。 移动 , 则 形成 一 个 六 维 空间 
O-xix2axaxsxsxa( 加 上 点 划 线 部 分 ), 为 作 图 方 
便 超 见 , 在 图 示 中 设 xxssxe 分 别 与 xfxaz、 

xs 在 一 直线 上 。 

上 述 坐 标 办 在 相应 的 维 空间 中 都 是 互相 
垂直 的 ， 其 坐标 面 也 是 互相 垂直 的 。 在 图 形 
平面 上 其 坐标 轴 排 列 形状 呈 星 形 ， 故 称 之 为 ， 
星 形 坐 标 体系 5173。 图 12-1 星 形 坐标 体系 的 建立 

在 星 形 坐 标 体 系 所 确定 的 ” 维 空间 中 ， 任 意 少 于 ”个 轴 所 决定 的 空间 即 为 =” 维 空间 的 子 - 
空间 。 


第 二 节 ”几何 元 素 的 图 示 法 


一 、 点 的 图 示 法 
。 点 在 二 维 投影 面 上 的 投影 
12-2 为 四 维 空间 中 点 ACXiy、 X24、Xa4、*44) 在 星 形 坐标 体系 中 的 投影 图 。 作 图 时 ， 
首先 在 轴 x+、xs、xs、x4 上 按 相应 坐标 截取 4,、A:、A，、A4 等 ， 然 后 分 别 作 坐 标 轴 的 平行 
线 ， 从 而 确定 4 在 坐标 面 x 1x,、xsxs、*sxs 上 的 投影 4js、42、 4s43 同 理 ， 可 作出 4 在 其 - 


图 12-2 四 维 空间 中 点 的 图 示 法 图 12-3 六 维 空间 中 点 的 图 示 当 


150 


-他 坐标 面 上 的 投影 。 为 了 使 图 形 不 重合 ， 可 用 坐标 轴 旋 转 的 方式 ， 如 图 12-2 所 示 ， 利 用 等 
边 三 角形 各 边 相 等 的 几何 性 质 ， 将 坐标 值 转 «4 
移 到 旋转 后 的 坐标 轴 上 ， 从 而 作出 其 他 三 个 
投影 41,、424、41,〔 图 中 箭头 表示 作 图 过 
程 )。 这 就 是 四 维 空间 中 点 的 六 面 投影 图 ， 它 
分 布 在 星 形 坐 标 体 系 的 六 个 坐标 面 区 域内 。 
在 一 般 情况 下 ， 以 41:、A2，、 4a 表示 四 维 
空间 中 的 点 4。 

图 12-3 为 六 维 空间 中 点 4 的 投 影 图 。 图 12-4 四 维 空间 中 点 4 在 三维 投影 子 空间 中 的 投影 
它 在 二 维 投影 面 上 的 投影 为 4is、4za、-A4at、A4usA4se、A4ei。 通常 ， 只 于 其 中 五 个 投影 即 可 
表达 。 

2， 点 在 投影 子 空间 中 的 投影 

在 星 形 坐标 体系 中 ， 还 可 以 作出 点 在 子 空间 中 的 投影 。 如 图 12-4 所 示 ， 由 4,:、4s 即 
可 确定 点 4 在 三 维 投影 子 空 间 0 -xixaxs 中 的 投影 412s。 同 理 ， 可 作出 点 在 0-xsxsx,、0O- 
xixaxi、0-xixsxi 等 三 维 投影 子 空间 中 的 投影 4s、4i、4iat。 如 以 A123 向 轴 x# 方 向量 


Xi Al 0 .404 As Xe 


NRG 


A AN 
/ /Km 


图 12-5 六 维 空间 中 点 在 各 个 投影 子 空间 中 的 投影 
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取 x 的 坐标 值 ， 即 可 确定 四 维 空间 中 4 点 的 位 置 。 

如 图 12-5 所 示 为 六 维 空间 中 4 点 在 各 投影 子 空间 中 的 所 有 投影 ， 包 括 6 个 一 维 投影 (如 
41)、15 个 二 维 投 影 《如 41:)、20 个 三 维 投影 《如 412:)，15 个 四 维 投影 (如 412a);、6 个 - 
五 维 投影 (如 4,,1,)。 | 

二 、 直 线 的 图 示 法 

直线 上 两 点 的 同 面 投影 的 连 线 即 为 直线 的 各 个 投影 。 如 图 12-6 所 示 。 图 12-7 为 平行 于 
0 -x2xsx。 的 直线 48 的 投影 图 ， 其 中 xik = xis。 所 以 A412Bizl Xi 


Wg 


1 Oo sxe 


图 '2-6 一 般 位 置 直线 的 投影 图 图 12-7 平行 于 0-xzxsxs 的 直线 的 投影 图 


三 、 平 面 的 图 示 法 

平面 上 三 点 的 同 面 投影 的 连接 图 形 即 为 平面 的 各 个 投影 。 图 412-8 为 一 般 位 置 平面 
从 A4BC 的 投影 图 。 若 点 乓 在 属于 A 人 4BC 的 直线 BD 上 ， 则 天 在 人 4BC 上 。 图 12-9 为 一 般 
位 置 平面 的 迹 线 表示 法 。 平 面 迹 线 为 平面 与 投影 空间 的 交 线 ， 平 面 迹 线 与 投影 面 的 交点 即 为 
平面 在 该 投影 面 上 的 迹 点 。 如 图 12-9 所 示 ，M、N、S 分 别 为 平面 在 x1Xs、x2xs、xsx。, 上 
的 迹 点 。 由 于 1 、 六 在 同一 投影 空间 0-xixsxs 中 ， 因 此 MN 为 平面 与 0-xixsxs 的 交 线 ( 迹 
线 )， 同 理 ，NS 为 平面 与 0~xsxax, 的 交 线 ( 迹 线 )。 


图 12.8 ”一般 位 置 平 面 的 投影 图 。 ”图 12-9 平面 的 投影 图 〈 迹 线 表示 法 ) 


图 12-10 为 平行 于 投影 空间 0 -xixax4 的 平面 A4BC 的 投影 图， 由 于 x24 = xse= xzc， 
因此 A1sBisCisf xi AsaB2sCzs lx, 

如 图 12-11 所 示 ， 人 入 4BC 平行 0-xixsx4、0~xixsxs，。， 也 即 垂 直 于 GG-xsxsxs、O 一 x 1xoxs 
或 和 惧 直 于 xsx 或 平行 于 xXx, 这 时 A12BizCiz1X1，AasBaCasf xX，AzsBzaCzs 重 影 为 一 
点 。 

如 图 12-12 所 示 ， 人 4BC 半 平 行 或 半 穗 直 于 xix* 和 xsxi。 其 中 投影 42BiacCiz、 
As1、B34、Cs4 均 为 直线 。 4ssBssCas 为 三 角形 ， 其 余 三 个 投影 也 均 为 三 角形 “ 属 中 党 覆 ) 。 
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图 12-10 “平行 于 0-xixsx4 的 平面 的 投影 图 图 12-11 我 直 于 x。xs 的 平面 的 投影 图 


四 、 超 平面 的 图 示 法 

不 在 同 平面 上 的 四 个 点 ， 其 同 面 投影 的 连接 图 形 即 为 它们 所 确定 的 超 平面 的 各 个 投影 。 
图 12-13 为 用 迹 线 **、rs、zat 表示 的 超 平面 了 的 投影 图 。 

图 12-14 为 垂直 于 0-xsxsx4， 即 平行 于 轴 % 的 超 平面 了 的 投影 图 ， 这 时 Tf xio 


蜀 12-12 半 平 行 或 半 牌 直 于 xixz ”图 12-13 一 般 位 置 超 平面 的 迹 图 12-14 垂直 于 0-x。xax4 的 超 
和 xsx4 的 平面 的 投影 图 : 线 才 示 法 平面 的 迹 线 表示 法 


第 三 节 ”几何 元 素 闻 的 相对 位 置 


一 、 两 超 平 面相 交 

如 图 12-15 所 示 ， 一 般 位 置 的 超 平面 T、 A 在 四 维 空间 中 相交 ， 其 相交 几何 元 素 为 一 
面 。 由 于 re 和 44 外 在 并 一 水 标 面 xx 上 ， 因 此 其 交点 米 即 为 两 超 平 和 艇 一 个 共 有 点 。 
理 ，N、 S 也 是 两 超 平 奇 的 具有 点 ，M、 N、S 三 A 
的 交 平 面 。 

如 图 12-16 所 示 ， 平 行 于 0-~xaxsxt 的 超 平面 T 与 -- 般 他 告 类 A 相 交 ， 其 交 平 面 
MAB 在 坐标 面 xix* 上 的 投 
影 M.A1aB1 与 ra 重 影 9 
即 平行 于 轴 x:。 由 于 T1 
0 -xsxsXx4y- 则 A 的 迹 面 与 和 下、 ， 
0 -x*.xs*, 两 空间 的 交 线 必 
定 互相 平行 ， 即 MAY ta 图 12-15 “一 般 位 本 的 两 图 1 分 16 平行 于 0-xozsx4 的 越 平面 
ABYhyes 也 脚 MzsAzs) hisy ， ，. 超 乎 面 粕 交 位 置 超 胖 面相 交 
AsBssj4s。 由 此 可 作出 交 平 面 的 各 个 投影 。 

如 图 13-17 廊 示 ， 六 维 空间 中 的 两 个 五 维 空间 了 T、A 相 变 ， 萌 中 T 平 行 于 0-xyixiksxixsy 
交 空间 为 四 维 空间 Q， 由 于 Tof *1， 因由 @isj Ai O28b hz arb X84 is fANso ， 


Xl . Bis 0 B33 Bw 这 
i * 、 
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二 、 直 线 与 超 平面 相交 | 

图 12-18 为 直线 ! 与 超 平 面 T 的 交点 作 图 法 。 首 先 ， 过 直线 ! 作 超 平面 A 垂直 于 坐标 而 
XxX2，4w 与 1s 重合， 然后 作出 A 与 了 的 交 平面 八 MNS。 由 于 /与 AMNS 处 在 同一 空间 入 
中 ， 所 以 可 求 出 两 者 的 交点 KK， 其 作法 与 三 维 空间 中 用 输 一 面 作 交 点 的 方法 相同 ， 先 求 出 
Ks、Kss。 再 求 出 :KK 12。 | 

三 、 在 超 平面 内 取 点 

在 以 迹 线 表示 的 超 平面 
T 内 取 点 的 作 图 法 ， 如 图 
12-~19 所 示 ， 已 知 全 内 点 K 
的 两 个 投影 K,:、KK;,。， 求 作 
Ka。 首先 ， 过 点 下 作 辅 助 
超 平 面 ， 按 图 示 方 潜 求 出 在 


0~x.x*x4 内 交 平 面 的 投影 。 图 12-17 六 维 空间 中 : 侠 12-18 直线 与 超 平 
然后 ， 过 下 ss 作 把， Day 两 个 五 维 空间 相交 ” 面相 交 
Az3 B23s, 由 D;: 作 出 Ds 过 Da 人 作 Ds Kel Asi Bs 卫 :Ks 与 从 天 2 相册 的 投影 连 系 线 相 交 ， 
即 得 Kj。 

四 、 两 超 平面 平行 


车 两 超 平面 平行 ， 则 其 同 面 迹 线 必 定 互相 平行 ， 反 之 也 然 。 如 图 12-20 所 示 ， 两 超 平面 
T、A 互 相 平行 ， 则 rizj hz To 1 420 Teal ha 


Xa 


2 
罗 T23 大 各 xs 
. - ra 
M23 D23422, T34 Ti2 ra 
CY AL A 
pA 
NA En 2 加 
Xi .412Bl582MM Bg x 


图 12-19 在 超 平面 内 取 点 


CA 


地 12~21 直线 老 直 学 超 平面 
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五 、 直 线 委 直 于 超 平面 

从 4 点 向 超 平面 T 作 垂 线 ， 如 图 12-21 所 示 。 先 作 轴 测 超 平行 面 8%， 其 迹 线 为 6.,、 0,，、 
osi。 过 ri 作 直 线 与 os 成 45 ， 并 与 以 oks 为 直径 的 半圆 交 于 0 。 以 oz 为 对 应 轴 ，0、 
0 为 对 应 点 ， 求 出 riz 的 对 应 线 ria，4z 的 对 应 点 A12。 作 41:B1 rias，41:B1a 的 对 应 直 
线 4p 即 为 所 求 。 同 理 ， 可 求 出 垂直 于 ra、ts 的 垂 线 A428Bs3、As,Ba。 


第 四 节 ”曲面 、 超 曲面 的 图 示 法 


在 三 维 空间 的 图 示 法 中 ， 一 般 不 规则 曲面 可 用 平行 截面 截 交 曲 面 而 得 到 的 一 系列 等 值 曲 
珊 来 表示。 同样 ， 在 四 维 空间 中 ， 可 采用 平行 超 截面 鹤 交 三 维 超 曲面 而 得 到 的 一 系列 二 维 等 
值 曲 面 来 表示 超 曲 面 。 在 星 形 坐 标 体系 中 ， 超 截面 截 得 的 二 维 曲面 有 两 种 表示 方式 ， 

《1) 用 二 维 曲 面 在 三 维 子 空间 中 的 投影 表示 。 图 12-22 中 ，M 1,N2S, 所 围 成 的 曲 面 即 
为 等 值 二 维 曲 面 在 子 空间 0 -xxsxs 中 的 投影 。 民 、 工 :>、 工 。…… 为 该 曲面 投影 的 一 系 列 等 值 
直线 。 画 出 相应 的 二 维 投影 4 和 、!4:、4……， 即 可 表示 超 截面 截 得 的 二 维 曲面 。 

《2 ) 用 一 系列 截 平面 截 得 二 维 曲面 的 等 值 曲线 表示 。 如 图 12-23 所 示 ， 用 平行 截 平 面 
截 得 的 一 系列 等 值 曲线 的 二 维 投影 !,、!,、/,…… 等 表示 超 截面 截 得 的 二 维 曲 面 。 同 时 ， 还 要 
带 出 相应 的 等 值 线 di d2、 da 0 等 。 


图 12.-22 二 维 曲面 在 0O->ixyxs 图 12-23 用 一 系列 等 值 曲 线 的 二 维 投 
中 的 投影 影 表 示 二 维 曲面 


图 12-24 用 一 系列 二 维 等 值 曲面 在 0-xixaxs 中 表示 三 维 超 曲 面 


< 本 2 缴 


1 到 1 
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图 12-24 是 利用 图 12-22 的 方法 ， 采 用 一 系列 二 维 等 值 曲面 S， (La、Liz、 工 am…)、 
SaLa、L2s、Lzs…*)、Sa《Ls1、Lsse、Lss……) 来 表示 三 维 超 曲面 S 。 当 某 一 参数 为 定 值 
时 ， 还 可 作出 相应 的 等 值 曲面 ， 如 该 参数 的 值 在 x 铀 上 相应 的 点 为 xs， 各 二 维 曲 面 Si、 
Ss Sa 上 相应 的 曲线 Li。、Lss、Ls2*………… 即 表 示 x 的 等 值 曲面 。 

图 12-25 是 利用 图 12~23 的 方法 表示 超 曲 面 。 与 上 述 情况 类 似 ， 为 清晰 起 见 ， 使 不 同等 
值 曲线 不 相 重 登 ， 可 将 这 些 昔 面 依次 展开 排列 。 


图 12-25 用 一 系列 二 维 等 值 曲面 的 投影 表示 三 维 超 曲面 


第 四 篇 ”多维 画 法 几何 在 科学 
捞 术 方面 的 应 用 


近年 来 ， 运 用 多 维 通 法 几何 来 解决 科学 ， 技 术 领 域 中 各 种 多 变量 问题 ， 己 取得 明显 的 进 
展 。 多 维 画 法 几何 已 应 用 于 物理 一 化 学 分 机; 金属 学 中 多 组 分 合金 系统 分 析 ; 地 质 学 中 的 总 
惊 结构 分 析 ， 近代 物理 中 相对 论 的 描述 ， 光滑 曲面 的 图 解 设计 ， 多 目标 最 优化 问题 ， 线 性 规 
划 问 题 以 及 数学 中 的 三 重 积 分 、 复 变 函 数 回 题 等 等 。 

在 人 类 的 日 常 活动 中 ， 充 满 着 各 种 各 样 的 多 变量 问题 ， 如 遗传 及 病 型 研究 、 企 业 管 至 、 
产品 的 质量 指标 、 澡 养 、 体 育 < 动 …… 等 等 。 多 维 画 法 几何 是 描述 和 解决 多 变 基 问题 的 工具 
之 一 ， 因 此 ， 运 下 多 维 画 法 几何 解决 多 变量 问题 将 有 十 分 广 宽 的 前 途 。 在 解决 各 种 具体 问题 
中 ， 又 必 将 种 全 多 稚 画 法 几何 在 理论 上 进一步 的 研究 和 发 展 。 

要 淆 届 内 、 外 研究 的 动态 ， 提 出 一 些 可 以 进一步 深入 研究 的 课题 供 参考 。 

CI) 对 各 种 不 同体 系 的 多 稚 画 法 几 河 进行 分 析 、 比 较 ， 并 根据 具体 问题 ， 选 择 合适 的 
图 示 体 系 或 提出 新 的 图 示 体 系 的 图 解 方法 。 

(2) 过去， 国内、 外 学 者 主要 研究 的 是 多 变量 线性 问题 ， 对 于 多 变量 非 线性 问题 的 图 
示 理 论 和 图 解 方法 ， 还 没有 取得 系统 十 明显 的 成 果 。 但 是 ， 在 实践 中 ， 多 变量 非 线性 问题 是 
大 在 存在 的 ， 因 此 对 多 变 萤 非 线 性 问题 的 图 示 理 论 和 图 解 方 法 进行 系统 深入 的 研究 将 是 慌 趟 
重要 的 。 

(3) 随 着 多 自由 让 〈 如 六 自由 度 ) 机 器 人 研究 工作 的 迅速 发 展 ， 如 何 直 观 地 描述 或 解 
决 多 自由 度 机 器 人 的 运动 学 问题 ， 有 着 很 大 实用 价值 。 

44》 提出 ?元 线性 规划 问题 的 画 法 几何 模型 。 

《53 物理 化 学 中 四 元 以 上 相 图 的 图 示 和 图 解 方法 的 研究 。 

《6) 提出 多 刁 标 优化 问题 的 画 法 几何 模型 。 


第 十 三 之 “在 物理 、 化 学 、 
“冶金 中 的 应 用 
第 一 节 ”确定 类 质 同 齐 化 合 物 的 成 分 


在 从 事 电石 癸 究 时 ， 可 以 用 多 维 画 法 几何 来 确定 属于 电石 群 中 的 矿物 质 。 
设 已 知 五 种 矿物 质 4、B、C、DD、 瑟 的 化 学 成 分 如 表 13-1 : 
其 中 A、B、C、D 均 为 电石 ， 试 确定 下 是 否 是 电石 ? 
分 析 。 由 表 中 可 看 出 ， 上 述 化 合 物 均 属 五 组 分 系统 ， 由 于 各 组 分 含量 之 和 为 100， 若 已 


表 13-1 五 种 矿物 质 的 组 成 


~ 信人 和 成 H20 R20O RO R203 SiO2s + R208 
| Td 

A 13 9 .90 | 一 加 27 .58 51 72 
B 16 | 一 | 8 25.6 50.40 
GC 10 一 30 18 44 

D 10 8 16 19.60 | 46.40 

_ F | 15 ,21 4.80 | 3.04 26.75 | 50.19 

知 其 中 四 种 组 分 的 含量 ， 余 下 的 一 种 组 gi0 

分 就 确定 了 ， 因 此 可 看 作为 四 维 问题 ， 

即将 五 组 分 系统 中 四 种 类 质 同 晶 物 质 的 9, 


化 学 成 分 作为 四 维 空间 中 点 的 学 标 ， 
A、B、C、DD 则 是 四 维 空间 中 欧 四 个 
点 , 它们 决定 一 个 超 平面 4BCD 。 根 据 
化 合 物 所 具有 的 均衡 性 、 连 续 性 等 性 质 
可 知 , 在 4BCD 超 平面 内 的 每 一 点 都 是 
电石 。 因 此 ， 要 确定 物质 F 是 否 是 电 
石 , 只 人 须 判 别 点 下 是 否 在 超 平面 4BCDD 
内 。 

县 体 作 图 步骤 如 下 (图 13-D)， 

《1) 设 四 根 坐 标 轴 分 别 代 表 四 种 
组 成 〈(Rz0，H2:O，RO，Rz:Os)。 

《2) 根据 各 组 分 的 含量 分 别 作 出 
A、B、C、 吕 各 点 (为 了 减 小 图 的 幅 
面 ， 各 坐标 轴 上 数值 的 起 点 和 标尺 比例 
并 不 相同 )，ABCD 决定 一 超 平面 。 图 13-1 在 确定 类 质 同上 品 化 合 物 成 分 上 的 应 用 实例 

( 3》 作出 点 FF， 并 与 点 C 相连 ， 再 检查 ，CF 与 4BC 是 否 共 存 于 同一 三 维 空间 内 。 为 
此 ， 过 CF 作 辅 助 超 平 夯 个 ， 它 与 4BC 的 交 线 为 MN， 并 检查 CF 与 MN 是 否 相 交 或 平 
行 )。 如 果 它 们 相交 于 点 所 ， 则 说 明王 从 属于 超 平 名 46CD 内 ， 即 矿物 质 己 也 是 电石 。 
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Hi 


第 二 节 ” 线 图 及 其 在 物理 -化 学 分 析 等 领域 中 的 应 用 


在 物理 一 化 学 分 析 领 域 中 ， 一 些 分 析 对 象 在 时 间 、 温 度 、 压 力 等 内 素 的 影响 下 ， 其 相互 
间 的 关系 将 发 生变 化 ， 通 常用 所 谓 线 图 来 直观 地 描述 分 析 对 象 在 各 种 因素 影响 下 的 线性 关 
系 。 在 线 图 的 一 些 轴 上 标注 各 个 成 分 的 百分数 ; 在 另 一 些 轴 上 标注 各 影响 的 因素 。 这 种 线 图 经 
过 数值 的 办 播 或 外 插 ， 就 可 以 直观 地 看 出 各 变量 之 间 的 相互 关系 。 现 通过 具体 问题 来 说 明 线 
习 的 绘制 和 应 用 [6]。 

例 已 知 易 挥发 液体 4 的 容积 为 20cce， 影 响 液体 挥发 的 因素 为 时 间 、 温 度 、 压 力 。 
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设 经 过 4 单位 时 间 后 ,液体 4 由 20cc: 挥发 至 12ces 当 温 度 为 8 个 单位 时 ， 液体 4 由 
20cc 挥 发 为 10cc 当 压 力 为 12 
个 单位 时 ， 液 体 4 由 20cc 挥 
发 为 15cc， 试 作出 其 四 维 线 
图 ， 并 求 出 当时 间 为 2 单位 、 
温度 为 4 单位 、 压 力 为 6 单位 
时 ， 液 体 4 挥 发 后 剩余 的 容积 
为 多 少 ? 
解 ， 

《1)》 取 轴 0u 表示 易 挥 
发 液体 4 的 容积 ， 在 0x 上 取 
点 4 表 系 20ce 《区 18-2)。 

《2) 取 轴 0x 表示 时 间 

(Ox 上 0:;， 在 轴 x* 上 取 风 个 图 13-2 线 图 的 应 用 实例 

单位 量 ， 液 体 4 挥发 为 12ec, 即 可 作出 液体 对 时 间 的 二 维 线 图 .4B。 

(3) 取 轴 0> 表示 温度 (0y_ LO0uL0x)， 并 伺 上 述 二 维 线 图 沿 轴 0y 移 至 8 个 单位 ， 
所 得 为 液体 4 对 时 间 、 温 度 的 三 维 线 图 4BC6 。 显 然 ，4BC6 是 一 平面 。 

《4) 取 轴 0z 表示 压力 (0z Oox 1oy 上 ooD， 如 果 将 液体 4 对 时 间 的 二 维 线 图 沿 轴 
0z 移 至 12 单位 ， 可 得 液体 4 对 时 间 、 压 力 的 三 维 线 图 4BD9， 它 也 是 一 个 平面 。 . 

《5) 如 果 在 液体 4 挥发 的 同时 ， 考 虑 时 间 、 温 度 、 压 力 各 因素 、 便 可 得 到 四 维 线 图 。 
此 时 ， 经 过 4 单位 时 间 、8 单位 温度 、12 单 位 压力 ， 液 体 4 由 20cc 挥发 为 8ce。 

《6 ) 当 温 度 为 4 单位 时 ， 可 用 内 播 法 (相当 于 用 一 超 平面 截 四 维 线 图 )， 求 得 三 维 线 
图 MM。 同 理 ， 可 求 得 6 单位 时 的 三 维 线 图 NN 。 

(7) 三 维 线 图 MN 和 三 维 线 图 六 相交 ， 可 求 得 二 维 线 图 工 ， 它 即 是 当 温 度 为 4 单位 ， 压 
力 为 6 单位 时 ， 液 体 4 对 时 间 的 二 维 线 图 。 

《8) 在 轴 OQx 上 取 2 单位， 并 求 得 K。 此 时 K2 的 长 度 即 为 当时 间 为 2 单位 、 温 度 为 
4 单位、 压力 为 6 单位 时 ， 液 体 4 剩 余 的 容积 。 


第 三 节 在 多 元 合金 系统 浓度 图 中 的 应 用 


设 合金 P、Q、R、S 均 为 六 元 合金 ， 即 它们 让 六 个 组 分 (a、b、c、d、e、f) 

组成， 其 组 成 关系 为 ， 
a% +b%+e%m+dH te%+f% =100% 

对 于 六 元 合金 来 说 ， 知 道 了 其 中 五 个 组 分 ， 其 余 的 一 个 组 分 也 就 确定 了 。 因 此 ， 可 将 六 
元 合金 问题 视 为 五 维 问题 来 解决 。 总 之 ， 工 元 合金 系统 可 看 成 是 〈n - 1) 维 问题 。 

若 已 知 3kg P 合金 、2kg Q 合 金 、2kg 及 合金 、2kg S 合金 ， 它 们 的 成 分 见 表 13-2， 

现 将 它们 配合 成 新 合金 M， 试 求 其 成 分 。 

分 析 :， 元 合金 可 以 视 为 4 荡 空 间 中 的 一 个 点 ,或 简化 为 (rn -~ 1》 维 空间 中 的 一 个 点 。 
合金 中 每 一 组 分 的 含 证 ， 可 以 视 为 确定 该 点 的 一 个 坐标 。 本 例 中 ， 四 个 六 元 合金 可 视 为 五 维 


甫 15-2 合金 P、.Q、R 、s 的 组 成 


组成 ， a% b % | c¢c% | d% e% | f{% 

各 称 ~ | _ _ 

P 10 | 25 | 25 | 15 | 10 | 20 

Qa 25 | 10 | 8 | 5 | | 22 | 30 

R 1 40 | Em | 1 | 18 | | 

S | 60 | 5 | 6 | 5 | 10 | 14 
宰 间 中 的 四 站点。 

不 同 重量 的 多 元 合金 经 漫 合 后 ， 所 得 的 新 D” 

合金 在 多 维 空间 中 的 位 置 , 可 按 杠 杆 规则 确定 。 
例如 在 =” 维 空间 中 点 M、N 表 示 两 种 多 元 合 人 


金 ， 它 们 的 重量 分 别 为 nm、 有 n， 当 合金 M、N 
混合 后 所 得 的 合金 为 KK 时， 点 KK 在 多 维 空间 中 


的 位 置 可 按 下 式 确定 (图 19-3)，; 图 13-3 杠杆 规 出 示意 图 


具体 作 图 步骤 如 下 《〈 图 13-47， 

《1 》 设 五 根 坐 标 轴 分 别 表示 各 组 分 (ae 、5 、。、d 、。 》 的 含量 。 

《2)》 根 据 P、Q、R、S 各 合金 中 组 分 
的 含量 ， 分 别 作 出 它们 在 五 维 空间 中 的 投影 。 

《3 ) 根据 杠杆 规则 ， 可 先 确 定 合 金 RR 
《2kg》 和 合金 S (3kg) 混合 后 所 得 合金 丘 在 
五 维 空间 中 的 位 置 ， 后 确定 合金 式 C4kg) 和 合 
金 Q (2kg) 混合 后 所 得 合金 工 在 五 维 空间 中 的 
位 置 。 最 后 确定 合金 工 (6kg) 和 合金 P 《3kg)》 
混合 后 所 得 合金 M 在 五 维 空间 中 的 位 置 。 

(4) 根据 五 维 空 间 中 点 并 的 各 投影 ， 可 
得 合金 村 各 组 分 的 含量 为 M 〈31、15、14、 
12、11、17)。 

如 果 将 本 例 中 的 四 种 合金 祝 为 六 维 空间 中 
的 四 个 点 ， 其 解 题 过 程 也 相同 。 

关于 确定 多 元 合金 系统 的 浓度 问题 ， 还 可 
运用 旺 形 坐标 系 来 进行 作 图 。 

若 已 知 四 种 不 同 的 合金 P、T、 工 、 
K ， 其 中 P、 下 为 七 元 合金 ， 售 量 分 别 为 
a bi Chdis er fis Bi 以 及 a 、bs、c:、 
d,、e2、Jf;、&zo。 工 为 五 元 合金 ， 含 量 为 a，、 
bs、di、es、Js。 区 为 由 元 合金 ,全 量 为 4,/、b4,51/、d,。 现 有 合金 PC2kEg) ,合金 T (Ilkg)、 合 会 
L (3kg)、 合 金 K (9kg) , 求 由 这 四 种 不 同 合金 混合 后 所 得 新 合金 处 中 各 组 分 的 含量 。 


图 13-4 多 元 合金 系统 浓度 图 的 应 用 实例 
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”图 13-5 为 痪 定 新 合金 X 中 各 组 分 含量 的 具体 作 图 步 双 ， 
(1) 根据 各 合金 中 的 含量 ， 作 出 它们 的 投影 。 
(2 ) 按 插 杆 规则 ， 分 别 确 定 合 金 P、 开 混合 后 的 合金 N， 以 及 合金 LL、K 混合 后 人 
9 
3 


金 M 在 投影 图 中 的 位 置 。 它 们 分 别 按 生效- = 二 ， 关 Ar = 本 的 比例 来 痪 定 。 然 后 ， 根 据 W 、X 


确定 瑟 的 位 置 。 
《 3) 求 得 合金 和 中 各 组 分 的 含量 a1、6bs、C:、ds、e:、Jxo 


图 13-5 ”运用 星 形 尝 标 系统 来 确定 多 元 合金 的 浓度 问题 


第 四 节 ”在 多 元 化 学 状态 图 中 的 应 用 


多 元 化 学 状态 图 ， 特 别 是 四 元 系统 在 温度 变化 时 的 化 学 状态 图 ， 如 何 应 用 适当 而 有 效 的 
方法 来 表示 ， 这 是 多 维 画 法 几何 研究 的 重要 课题 之 一 。 本 节 应 用 星 形 坐标 系 图 示 法 来 找 述 四 
元 温度 状态 图 。 

在 研究 三 元 化 学 图 时 ， 曾 应 用 正三 角形 表 示 三 元 成 分 。 同 样 ，4、B、C、 卫 由 元 化 
学 图 可 以 用 正四 面体 4BCD 来 表示 四 元 成 分 ， 它们 的 顶点 表示 纯 组 元 ， 当 点 位 于 楼 线 、 棱 
面 或 体内 时 ， 分 别 表示 组 合 物 为 二 元 、 三 元 或 四 元 组 成 。 由 于 取 共 点 楼 线 与 各 坐标 轴 平 行 或 
重合 , 因此 可 直接 度 基 各 组 元 的 成 分 。 

在 讨论 四 元 化 学 图 之 前 ， 为 了 便于 理解 ， 先 讨论 三 元 化 学 图 的 空间 模型 。 如 图 13-6 所 
孙 ， 在 正三 角形 上 表示 4、B 、C 三 元 成 分 ， 由 整个 三 角形 上 的 各 点 灌 温 度 轴 方向 垂直 于 
正三 角形 平面 ”移动 而 形成 状态 图 。 
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在 相当 于 纯 组 元 4、B、5C 的 纵 伦 标 上 ， 分 别 标 出 4、B、C 的 熔化 温度 th、is、 tc 
在 每 个 侧面 上 组 成 一 二 元 系 共 晶 。 在 三 元 系 化 学 加 
中 ， 每 一 对 析出 同样 组 元 的 液 枉法 构成 一 个 液 相 面 。 在 液 
相 面 上 ， 液 相 为 该 组 元 所 和 饱和， 整个 三 元 系 中 形成 三 个 液 
相 曾 $4、Ss、Sc。 邻 近 的 各 组 元 六 饱和 的 液 相 而 彼此 相交 
于 一 二 相 共 曲线 ， 三 个 液 相 面 两 两 相交 于 三 条 二 相 共 部 线 
Las、L 上 Lsc、 工 4c， 三 条 二 相 上 江上 总 线 相交 于 一 个 三 相 共 鹃 点 
0。 

现在 讨论 四 元 系 化 学 状态 图 的 空间 模型 。 当 四 元 浓度 
正四 面体 48BCD 沿 着 第 四 维 温 度 轴 移动 时 ， 即 形成 四 淮 
疼 形 。 这 时 ， 该 温度 轴 可 视 为 与 直 于 正四 市 体 ， 国 而 也 重 
直 于 组 成 该 四 曾 体 的 每 个 正三 角形 ， 从 而 得 到 以 正四 面体 图 13-6 三 元 系 化 学 状态 图 
各 老 面 为 底 的 四 个 三 枝 柱 红 成 的 四 维 图 形 ， 即 四 个 三 元 温 的 空间 模型 
度 状 态 图 ，4-B-C,，8-C-D, C-D-A4,，D- 4-8。 

在 上 述 各 三 元 系 内 ， 由 每 一 对 析 浊 同样 组 元 光 液 相 线 构成 一 个 液 相 面 (二 维 曲面)， 在 
此 液 相 面 上 的 液 相 被 该 组 元 所 饱 强 。 

在 四 元 系 移 ， 由 每 三 个 析出 同样 组 元 的 液 相 面 ( 二 维 曲 面 ) 构成 一 个 液 相 超出 痢 (三 维 
曲 曾 )。 在 液 相 超 则 面 上 ， 液 面 被 该 组 元 所 饱和 和 。 在 整个 录 元 系 中 ， 可 以 形成 四 个 液 相 超 出 
面 。 如 4~-B-C、4A4-C-D、A-8B-D 可 以 构成 由 组 元 4 所 饱和 的 液 相 超 曲面 。 同 样 还 存在 
由 组 元 B、C、DD 所 饱 澡 ;J 另 三 个 液 相 超 上 曲 曾 。 

在 四 维 空间 中 ， 四 个 三 竺 液 相 超 曲面 两 两 相交 ， 最 多 有 六 个 二 相 二 维 共 卓 曲 证， 这 六 个 
共 品 蜗 面 又 可 珊 两 相交 于 站 二 三 相 一 维 共 章 体 线 , 这 四 条 闪 吕 上 曲线 相交 于 一 个 四 相 共 蕊 点 。 在 
图 示 中 ， 可 利用 第 十 二 章 引 所 述 的 超 曲 面 图 示 沁 ， 即 先 用 等 温 起 截面 〈 这 是 一 个 与 超 曲面 底 
正四 而 体 全 等 且 平 行 的 正中 洒 体 ) 容 交 超 盘面 ， 截 得 等 温 二 维 曲 面 。 再 将 此 二 维 肯 而 向 底 正 
四 而 述 投 及 ， 然 后 ， 按 正六 面 本 中 的 曲面 在 星 形 坐标 体系 中 的 表达 方法 作出 四 元 系 化 学 状态 
风 。 如 图 13-7a 所 示 ， 作 一 系 判 等 温 超 截面 (其 温度 分 别 为 fi、t2…… )， 即 可 得 到 一 系列 二 
维 曲 面 ， 并 以 此 摘 述 三 维 超 则 面 。 

图 13-7b 是 利用 图 12~%5 折 示 方 法 而 得 到 的 四 元 系 化 学 状态 图 。 截 面 与 等 温 曲 面 相交， 
其 交 线 即 为 某 组 元 曲线 ， 此 曲线 不 变形 地 投影 到 投影 面 上 ， 所 得 一 系列 曲线 即 三 未 各 等 温 昌 
面 洁 形状 。 

显然 ， 这 些 液 由 超 则 面 也 可 采用 图 12-24 所 示 的 方法 表示 。 

在 用 三 维 超 截面 截取 液 相 超 曲 面 的 过 程 中 ， 还 会 截 交 二 维 共 郧 曲面 ， 即 得 到 一 系列 二 维 
共 卓 则 面 上 的 等 温 线 ， 同 时 也 会 截 交 一 维 共 吕 曲线 ， 即 得 到 一 系列 一 维 共 蝇 人 基线 上 的 点 (如 
图 13-7 a 中 的 0%)， 在 特殊 情况 下 ， 可 截取 得 四 相 共 世 点 《06s)。 如 将 上 述 截 交 元 素 按 温 
度 轴 标 出 ， 即 可 作出 共 莫 曲面 、 共 地 曲线 的 图 获 。 
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第 十 四 章 ”在 光滑 曲面 设计 中 的 应 用 


第 一 他 ”基本 概念 与 方法 


在 工程 设计 中 ， 通 常 需 要 根据 已 知 边界 曲线 设计 光滑 曲面 。 如 图 14-t a 所 示 , 已 知 边界 曲 
线 4,B。、BoC。、CoDo 及 直线 4sD。 图 14-1b 所 示 ， 已 知 边 界 赐 线 4,B,、BoC。、CoDo 图 
14-1c 所 示 、 已 知 边 界 曲 线 A,B,、BoC,、CoD。、DeAo。 显然， 根据 这 些 已 知 的 边界 曲线 要 
设计 一 个 光滑 曲面 ， 往 往 由 于 任意 性 太 大 而 造成 困难 。 


b) 


图 14-1 根据 边界 曲线 设计 光滑 曲面 的 实例 


为 此 ,在 三 维 空间 中 ， 根 据 曲 面 边界 曲线 设计 光滑 曲面 时 ， 可 将 所 需 设计 的 昌 面 So 奢 
成 是 四 维 空间 中 〈 按 一 定 原则 建立 的 ) 某 一 光滑 曲面 S 的 超 投影 。 在 四 维 空间 中 ， 若 将 项 面 
S 设计 成 光滑 曲面 ， 则 它 的 超 投影 〈 即 所 需 设 计 的 曲面 S,) 也 是 光滑 的 曲面 。 

在 四 维 空间 中 建立 曲面 5 的 一 般 原则 是 ， 

《1) 设计 曲面 5, 是 四 维 空间 中 曲面 8 在 某 一 投影 空 闻 的 超 投 影 。 曲 面 S 上 的 型 线 的 
超 投影 是 设计 曲面 S, 上 的 型 线 。 

(2 ) 曲面 S. 与 辅助 超 截面 的 交 钱 〈 型 线 ) 是 可 求 的， 使 曲面 S 能 设计 成 光滑 的 曲面 。 

根据 上 述 原则 和 第 八 章 中 不 规则 曲面 部 分 所 述 的 有 关内 容 ， 建 立 曲面 5S 的 具体 方法 和 要 
求 如 下 ， 

其 一 ， 当 设计 曲面 5。 上 的 边界 曲线 所 在 的 平面 为 平行 于 某 一 投影 面 ( 即 该 边界 曲线 上 
某 一 些 标 值 相等 ) 时 ， 则 在 四 维 空间 中 ， 该 平面 应 平行 了 于 相应 的 投影 空间 (即使 相应 学 标 也 
具有 等 值 )， 并 垂直 于 另 一 投影 空间 (即使 边界 曲线 在 该 投影 空间 的 超 投 影 为 直线 )。 

其 二 ,为 了 使 曲面 SS 上 的 型 线 是 可 求 的 , 曲面 S 的 各 超 投 影 中 至 少 应 有 两 个 是 直 纹 曲面 。 
为 了 便于 作 图 ， 尽 量 使 所 得 直 纹 曲面 的 导 平面 为 某 一 投影 面 。 


第 二 节 应 用 实例 


例 1 过 已 知 曲 线 AoBs、BoCo。、CoDo 及 直线 AoD。 设计 一 光滑 曲面 (图 14-2 a )。 
分 析 ， 
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在 三 维 空间 中 ， 设 计 曲 面 S, 由 边界 曲线 4,B,。、CoDo(JV)、BoColJ/ 日 ) 及 直线 4,D 
(|L 信 ) 所 确定 。 显 然 ， 根 据 这 些 已 知 的 边界 曲线 设计 光滑 曲面 是 比较 困难 的 。 现 设 设计 曲面 
So 所 在 的 空间 与 投影 空间 251 重合 ， 即 So 三 (S ),。 根 据 上 述 的 原则 和 方法 ， 设 四 维 空 间 中 
曲线 4B 及 CD 所 在 的 平面 既 平 行 
于 5s 义 垂直 于 5s， 曲线 BC 所 在 的 
平面 既 平 行 于 5, 又 垂直 于 F,， 并 
使 直线 4D 垂直 于 5, 。 因 此 , 四 维 
空间 中 的 曲面 S 由 曲线 48、 
BC、CD 及 直线 4D 所 确定 ， 它 是 
不 规则 曲面 。 如 果 将 曲面 $ 设计 为 本 
光滑 曲面 ， 则 它 在 5， 中 的 超 投 影 2 
(S),=S, 也 是 光滑 曲面 。 

具体 作 图 步骤 如 下 (图 14- 
2 b), 

(1) 由 于 A4D147， 所 以 2 
A1D1 为 点 ,其 位 置 可 以 任意 选 定 。 

(2) 由 于 曲线 4B、CD 所 
在 的 平面 既 平 行 于 ,又 垂直 于 Z。， 

所 以 4,B,、CiD, 为 直线 ， 其 方向 


可 任意 选 定 。 > ;, 
(3 ) 由 于 曲线 BC 所 在 的 平 , 
面 既 平行 于 5 又 垂 走 于 ， 所 以 " 
BiC 1 也 是 直线 ， 其 方向 随 4, Bi、 
.C1D, 的 位 置 而 定 。 图 14~2 根据 已 知 边界 曲线 设计 光滑 曲面 〈 一 ) 
这 样 ， 所 得 曲面 S 在 5,、zH,、5 中 的 超 投影 为 ， 
《S) 一 一 设 计 曲 面 So 


(4S): 一 一 - 锥 状 面 [〈BC): 为 图 导 线 ，(4D): 为 直 导 线 ，x ,为 导 平 曾 ] 

《4S): 一 -一 柱状 面 5 〈4B)。、(CD): 为 曲 导 线 ，r。 为 导 平 面 ]。 

《4) 为 了 使 设计 曲面 Se 三 (CS)) 成 为 光滑 曲面 ， 首 先 应 使 曲面 8 成 为 光滑 曲 面 。 为 
此 ， 作 一 系列 辅助 超 截 面 与 S 相交 ， 求 得 一 系列 截 交 线 (光滑 曲线 )。 图 中 ， 作 辅助 超 袖 面 
T、86(/ za)， 它 们 与 8 的 交 线 为 曲线 EF、GHH。 由 于 《S); 为 锥 状 面 ， 所 以 EIF1、G1H 为 
直线 ;由 于 〈S) 为 不 规则 曲面 ， 所 以 E,F,、G2H; 为 曲线 ， 先 求 出 它们 的 端点 E。、 Fs,G，，、 
互 :， 另 作 辅 助 超 截面 8/5,， 它 与 S 的 交 线 为 曲线 TJ， 由 于 (5S), 为 柱状 面 ， 所 以 11J, 为 站 
线 ， 而 Tays 为 曲线 ， 求 出 它们 的 端点 Ts、ya。 

《5) 由 于 曲线 BF、G 五 、17 是 曲面 S 上 的 由 线 ， 可 求 得 交点 M、N， 并 光滑 连接 得 
EMF、GNH 及 1MNJy。 同 理 ， 可 求 得 在 曲面 $s 上 的 其 它 一 系列 型 线 ， 它 们 在 F, 中 的 超 投 
影 即 是 设计 曲面 So 三 (S), 上 一 系列 不 同 截 面 的 斑 线 。 这 样 ， 所 求 得 的 设计 曲面 S, 即 是 光 滑 
曲面 。 

应 当 指出 ， 如 举 改 变 四 维 空间 中 体面 $ 的 边界 曲线 的 位 置 和 形状 ， 其 曲面 S 的 形状 也 
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相应 改变 ， 因 而 所 得 曲面 So 也 随 着 改变 ， 但 仍 满足 已 知 条 件 。 
例 2 过 已 知 边 界 曲 线 4,B。、BoCo、4oCo 设计 一 光滑 曲面 S。( 图 14-3)。 
分 析 ， 
现 设 曲面 So 位 于 2& 
中， 即 So 三 (S),。 曲 面 So 
上 的 边界 曲线 4。B。、BoC。、 
AoCo 所 在 的 平面 分 别 平行 
于 zs、z4、X6oo。 根 据 上 述 原则 
和 方法 ， 设 四 维 空间 中 曲面 
S 的 边界 曲线 4 B 所 在 的 平 
面 既 平行 于 2: 又 垂直 于 Z9 
边界 曲线 BC 所 在 的 平面 既 
平行 于 5 又 垂直 于 5。， 边 
界 曲 线 4C 所 在 的 平面 既 平 
行 于 Z, 又 垂直 于 zs。 此 
时 ， 四 维 空间 中 曲面 S$ 由 过 
界 曲 线 48、BC、A4C 所 确定 。 
具体 作 图 步 又 如 下 ， 
(1) 由 于 边界 曲线 图 14-3 根据 已 知 边界 曲线 设计 光滑 曲 而 〈 二 ) 
AB 所 在 的 平面 既 平 行 于 2: 又 垂直 于 Z:， 所 以 4;B; 为 平 线 ，A,B; 为 斜 线 。 为 了 便于 作 图 ， 
现 取 41B1 与 4;Bs、4A2:B: 与 46Be 呈 对 称 ， 则 4B 为 45 短线 。 
《 2》 由 于 边界 曲线 BC 所 在 的 平面 既 平 行 于 5, 又 垂直 于 2:， 记 以 BsC; 为 平 线 ，BiC 
为 斜 线 (方向 可 任意 )， 并 由 BiC1:、B4C, 作出 BsCs。 
《3》 由 于 边界 曲线 4C 所 在 的 平面 既 平 行 于 2 又 霍 直 于 2，， 所 以 A1C, 为 平 线 ，A2C， 
为 斜 线 ， 并 由 4sC*、4sCe 作出 4,Cs。 
因此 ， 曲 面 S 的 各 超 投 影 为 ， 
(SS) 一 一 柱状 面 ((BC),、(AC)1 为 蝎 导 线 ，x, 为 导 平 面 )$ 
(S): 一 一 柱状 面 (C4B);、(A4C); 为 曲 导 线 ，x, 为 导 平面 )? 
(S): 一 一 柱状 面 (CA4B)。、(BC),; 为 曲 导 线 ，X*t; 为 导 平面 )， 
(CS), 一 一 设计 曲面 So。 
(4 ) 作 辅 助 超 鹤 面 T/zZ:， 求 出 T 与 8 的 交 线 DE 的 各 投影 。 其 中 ，DiE: 为 直线 ， 
D:E:、D4BE, 为 曲线 ， 作 出 它们 的 端点 Ds、E; 及 D,、E。 
(5) 作 辅 助 超 截 面 615,， 求 出 6 与 S 的 交 线 FG 的 各 投 影 。 其 中 ，PaG: 为 直线 ， 
FsGs、FoGs 为 曲线 ， 作 出 它们 的 端点 下、Gs 及 Fe、Ge。 
《6) 求 出 曲面 S 上 曲线 DE 与 FG 的 交点 DiB1 与 PGi 的 交点 为 KK DsE; 与 
FsGs 的 交点 为 久 ;， 再 由 太 ,、KKs 先后 求 得 K。、Ks、Ks、Koo 
《7) 光滑 连接 名 点 ， 得 曲面 S$ 上 的 型 线 (D-~K-EB) 及 (F-K-G)。 
同 理 , 可 求 得 曲面 S 上 的 一 系列 型 线 , 所 得 的 曲面 S 为 光滑 曲面 。 曲 商 8 上 的 一 系列 光滑 
型 线 ( D-K-E ) 及 (FF-K-G) 等 在 中 的 超 投 影 (4-K~B), 及 (F-K-G), 疾 ， 即 是 设 
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计 曲 面 S。( 妈 (5S),) 上 的 一 系列 光滑 型 线 。 此 时 ， 所 得 设计 曲面 S, 为 光滑 曲面 。 
例 3 过 已 知 边界 曲线 46Bs。、BoCo、CoDo、DoAo 设计 一 光滑 曲面 S。 (图 14-4)。 


Eh 
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Kd 
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Qs—— Os rd | 0 
[ 语 
:十 可 中 
| 上 i 时 更 要 
p 人 于 一 于 : 
让 司 革 一 一 站 让 二 亿 
Tl: 


. 


全 


图 14-4 根据 已 知 边界 曲线 设 让 光滑 曲面 〈 三 ) 


分 析 ， 

现 设 曲 奸 S, 位 于 2, 中 ， 即 Se 三 (CS),。 曲 面 S, 上 的 边界 曲线 4,B,、BoCo 及 Ds,Ao,CoD. 
分 别 平行 于 x,，、x,、z。。 根 据 上 述 原 则 和 方法 ， 设 四 维 空间 中 曲面 S 的 边界 同 线 4B 所 在 
的 平面 烃 平 行 于 5: 又 屋 直 于 2 边界 曲线 BC、D4 所 在 的 平面 既 平 行 于 5, 又 垂直 于 2s# 
边界 曲线 CD 所 在 的 平面 网 平行 于 2, 叉 笨 直 于 Zs。 此 时 ， 曲 面 S$ 由 边界 曲线 4B、BC、CD、 
D4 所 确定 。 这 样 ， 曲 面 S 的 各 超 投影 为 ， 

(CS)， 不 规则 曲面 [由 于 CS) ,的 边界 葛 线 (4B):、(BC)1!、(CD)1!、(C(DA), 均 为 曲线 )， 

CS) 一 一 柱状 面 CC4B),。、(CD); 为 曲 导 线 ，x, 为 导 平面 3 

《S) 一 一 柱状 面 [CBC),、CDA); 为 曲 导 线 ，《R); 为 导 平 面 ， 其 导 平 面 (R》, 在 2 中 为 一 

般 位 置 ， 由 迹 线 RR,、R 表示 ， 其 中 Rf 4A1B1!、R2f1 C2Ds) 

CS): 一 一 设计 曲面 So。 

具体 诗风 步骤 如 下 ， 

(1)》 由 于 曲面 S 的 边界 曲线 48 所 在 的 平面 既 胖 行 于 Z: 又 垂直 于 Z:， 所 以 4 了 :为 平 
线 〈 设 4 有 :与 deBe 是 对 称 )，A1B1 为 斜 线 〈 可 由 428B。、A4,B, 确定 )。 根 据 41B1!、AsB;: 作 
击 曲 线 4,B;。 

《2) 由 于 边界 曲线 BC 所 在 的 平面 既 平 行 于 5 又 垂直 于 2:， 记 以 BC, 为 平 线 《在 作 
加 方便 的 前 提 下 Cc， 的 位 置 任意 选 定 )，B;C, 为 斜 线 (由 Bscs、Bsc: 确定)， 百 由 BiC、 
BsC, 作出 曲线 BsC，。 

《3) 由 于 边界 曲线 CD 所 在 的 平面 既 平 行 于 2, 又 垂直 于 D， 所 以 C1D, 为 平 线 〈 在 满 
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足 Da:4; 为 平 线 的 前 提 下 Di 的 位 置 任意 确 定 )，C:DP: 为 斜 线 (由 CiD、C4D 作 出 )， 和 再 由 
C:D:、CeDe 作 出 曲线 C:D，。 

《4 》 由 于 边界 曲线 D4 所 在 的 平面 网 平行 于 5, 又 阜 直 于 2。， 所 以 Di4, 为 水 平 线 ， 
Di4, 为 斜 线 ， 再 由 疡 4、D44 作出 曲线 D: dx。 

(5 )》 为 了 求 出 曲面 S$ 上 的 型 线 ， 作 辅助 超 截 面 T 了 、9QCf5，)， 并 分 别 求 出 它们 与 S 的 
交 线 [7、KL 的 各 投影 。 其 中 ，IT1J,、KiL1、KsL; 为 直线 ; 13J、14J1,、KiL 为 曲线 ， 求 

出 它们 的 端点 Ts wz Tes J K,, Le 

(6 ) 由 于 〈S), 为 柱状 面 ， 如 果 在 zs 中 作 平 面 〈 图 中 来 作出 ) 平行 于 导 平 面 尺 ， 它 们 
茹 《5S), 的 交 线 为 直线 (BF),、(CHG)， 即 BiF1、BsFPs、EBEiFi、HG1、HaGs、 地 ,G4 均 为 直 
线 。 

C7) 分 别 求 出 Td 1、 KL 与 EF.、 HG! 的 交点 Mi Ni St、 7 1 再 求 出 M,、 Nis 
S4、74， 并 光滑 连接 ， 可 得 曲线 MN4J,、KK,S4T,L,。 这 样 ， 就 求 出 了 设计 曲面 56 的 一 组 
覃 线 。 

(8) 在 Se 所 在 的 三 维 空间 〈 即 5.) 中 作 截 平面 8， 可 求 得 设计 曲面 So 上 的 另 一 组 型 
线 (0-T-~P),。 


第 十 五 章 ”在 多 目标 优化 问题 中 的 应 用 


近年 来 ， 用 数学 模型 来 描述 多 目标 优化 问题 有 了 很 大 的 发 展 ， 但 要 广泛 地 应 用 到 实际 中 
去 ， 尚 存在 一 定 的 困难 。 本 章 运 用 多 维 画 法 几何 模型 来 描述 多 目标 优化 问题 ， 其 特点 是 ， 增 
加 了 接 索 多 目标 优化 值 的 直 洲 性、 预测 狂 ， 易 于 推广 ， 并 且 为 采用 计算 机 寻求 多 目标 优化 值 
提供 了 简单 而 直接 的 几何 模型 。 


第 一 六 ”多 目标 响应 ( 超 ) 曲面 的 建立 


在 多 目标 试验 中 ,最 简单 的 情况 是 双 日 慰 双 因 素 ， 即 
>1=y(4、B) 
(15-1) 
y= A、B) 


式 中 A、B 一 一 试验 中 的 央 素 ， 
yi、》: 一 一 -试验 中 的 目标 值 。 

在 三 维 空间 中 ， 满 足 上 述 函 数 关系 的 所 有 点 组 成 两 个 曲面 (响应 曲面 )。 对 于 每 个 响应 曲 
面 而 言 ， 有 三 个 变量 yt+、4、 了 B (或 7Yy:、4、B8) 通过 一 个 函数 关系 式 相关 联 。 因 此 ， 上 
述 两 响应 曲面 是 两 个 二 维 邮 面 ， 且 共存 于 同一 三 维 空间 中 。 图 15-1a 是 描述 双 目 标 yt、y?， 
双 因 素 4、 刀 试验 时 所 构成 的 两 个 〈 二 维 ) 响应 曲面 6,、5; 的 示意 图 。 

图 15-1b 表示 其 中 其 一 次 试验 
[(C4 iD (4 Bi yz 时 的 双 
目标 三 维 综合 投 惑 图。y:、?: 为 该 
次 试验 (4;:、B;) 时 所 得 的 两 个 四 
标 值 。 对 于 048 平面 域 中 的 每 一 
点 ， 与 一 次 可 能 的 试验 相对 应 。 为 
了 清楚 地 表示 每 次 试验 中 各 个 目标 
值 ， 将 047y104y?)》 二 维 投 影 城 
平行 展开 。 

当 双 目标 三 因素 时 ， 即 

y=y(A、 BC) ”) 


(人才 六 


b) 


y= IAA、 B,C) 
C15-2) 图 15-1 多 目标 响应 曲面 的 建立 

同 理 ， 式 (15-2) 可 理解 为 ， 在 四 弘 宰 间 中 ， 满 足 上 述 函 数 关系 式 的 所 有 点 组 成 两 个 超 
则 面 (响应 超 曲面 )， 对 于 每 个 咏 颇 超 曲 面 而 畜 ， 有 四 个 变量 y,、4A4、B、C(y,,、4、B、 
C) 与 一 个 函数 关系 式 相 关联。 办 此， 这 两 个 哎 应 超 赐 面 是 三 维 的 ， 且 共存 于 同一 四 维 空 
拉 中 。 

图 15-2 是 其 中 某 次 试验 (C4;:、Bj、Cs、30); (4、Bi、CcCe yz ) 时 的 双 目 标 四 维 综 合 
投影 图 。 对 于 超 平 面 048C 内 的 每 一 点 与 一 次 可 能 的 试验 相对 应 。 
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为 了 便于 理解 和 分 析 多 目标 响应 起 由 面 ， 现 以 两 目标 三 因素 ( 均 取 三 个 水 平 ) 试验 为 例 
加 以 说 明 。 设 试验 时 的 两 个 目标 为 y,/、》:， 三 个 因素 为 4、B、C ， 每 个 试验 因素 各 有 三 个 水 
平 ， 以 41/、4:、As; Bi!、B:、Bs 和 C1、C;、Cs 表示 。 如果 按 全 面试 验 安排 试验 ,有 41B1C1、 
AiBiC1、 AiBiC1、 AsBiC1、 ie 、AsBsCs 共 27 个 试验 点 ， 按 顺序 对 各 次 试验 进行 编号 ( 1 、 
2、 3、 27)。 图 15-3 表示 该 试验 的 示意 图 ， 四 条 互相 季 直 的 轴 为 O04、0B、0C、0Oy， 
《0yz)， 其 中 ，04、0B、0C 为 试验 因素 轴 ， 和 由 它们 组 成 的 空间 称 为 因素 域 。 因 素 域 中 的 每 
一 点 ， 与 - -次 可 能 的 试验 相对 应 。 
Oy1(0y:) 为 目标 轴 。 目 标 轴 垂直 
于 因素 域 。 依 此 推论 ， 当 具有 mm 个 
目标 、z 个 因素 时 ， 则 在 "+1 
维 空间 中 ， 目 标 轴 0y,(0y,、0y>， 
EE 0y。,) 必 定 垂直 于 因素 域 (n 维 
空间 )。 i 

根据 多 维 画 法 几何 的 投影 原 3 
理 , 对 图 15-3 所 示 的 几何 模型 进行 pu 
投影 ， 可 得 图 15-4 a (图 中 未 表示 
各 次 试验 的 目 慰 值 )。 

为 了 避免 图 形 重 又， 可 将 图 图 15~2 双 目 标 四 维 投 图 15-3 胡 示 双 目 标 三 因素 试 
15-4 a 横向 展开 得 图 15-4b 。 为 影 图 的 建立 验 时 的 示意 图 
了 使 于 搜索 多 目标 优化 值 ， 可 进一步 将 图 15-4 b 展开 得 图 15-4e 。 


ype 
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(9,18, 27) 9 (3,12, 21) 


Ba 
(1,2,3) 


(10n11, 12) 


出 15-4 双 目 标 三 因素 三 水 平时 的 投影 图 
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应 当 指 出 ， 上 述 图 形 的 展开 方式 ， 可 根据 具体 情况 另行 安排 。 
图 15-5 a 是 描述 两 目标 三 因素 ( 均 取 四 个 水 平 ) 试 验 时 的 投影 图 (未 表示 各 次 试验 的 媚 
标 值 )。 图 15-5b 为 将 图 形 展开 后 的 情 况 。 
图 15-4。 可 进一步 分 析 如 下 : 


(13,29,45,61)| ‘(5,21,37,53) 


0 
| 17 33,49) 61 57| 63 


(2,18,34,50) 62 58| 821 


(13,14,15, 16) 


B 
B78) (1,2,324) 
no7 1 
(29,30,31,32)| 25,28,27428) | (17,18,19,20) 


122, 24, 24) 
(45, 46, 47,48)| 4142,43.44) 
(37638,39.40)|(33, 34,35,36) 

061, 62,63, 64) (57,58,59,60) |/( /9,50,51 52) 
16 | 


a) 


b) 


隔 15-5 双 和 目标 三 因素 四 水 平时 的 投影 图 


(1) 对 于 两 目标 三 因素 ( 均 为 三 水 平 ) 的 全 面试 验 ， 可 用 两 个 共存 于 四 维 空间 的 (三 
维 ) 响应 超 曲 面 来 描述 ， 并 且 ， 还 可 等 价 地 变换 成 六 组 (12 个) 相互 有 特定 联系 的 ,分 别 存在 
于 两 个 三 维 空间 的 〈 二 维 ) 响应 曲面 来 描述 和 模拟 。 其 中 ， 三 组 (六 个 ) 响应 曲面 存在 于 三 
维 空间 04Cyi(y:) 内 ， 另 外 三 组 《六 个 ) 响应 曲面 存在 于 另 一 三 维 空间 04B7y 以 ya) 内 。 
实质 上 ， 它 们 分 别 表示 共存 于 四 维 空间 中 的 两 个 响应 超 曲面 在 两 个 投影 空间 中 所 得 的 超 投 
影 。 

(2) 对 于 每 一 组 〈 两 个 ) 响应 曲面 ， 如 图 15-4¢ 中 第 I 组 (三 个 ) 响应 曲面 中 的 九 
次 试验 3 、6 、9 、12、15、18、21、24、27， 是 因素 4、C 不同 水 乎 时 的 组 合 。 对 于 8 因 
素 ， 可 从 图 15-4e 的 第 了 、V 、 页 组 中 看 出 ， 它 们 均 具 有 相同 的 水 平 ， 即 为 B 水 平 。 其 余 
各 组 响应 曲面 也 具有 相同 的 特点 。 

以 上 建立 多 有 具 标 响应 超 曲 面 的 原理 和 方法 ， 可 推广 到 严 个 目标 、* 个 内 素 的 优化 问 
题 。 

推论 ， 

对 于 个 目标 、# 个 因素 (各 因素 的 水 平 数 分 别 为 Kk、K，……K,) 的 全 面试 验 ， 可 用 
轨 个 共存 于 《nn + 1 ) 维 空间 的 =” 维 响 应 〈 超 ) 曲面 来 描述 和 模拟 ， 还 可 等 效 地 变换 成 S 个 
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相互 有 特定 联系 的 、 分 别 存在 于 〈#” - 1 ) 个 三 维 空 间 内 的 〈 二 维 》 响应 曲面 。 可 以 证 明 ， 


第 二 节 ”搜索 多 目标 优化 值 的 原理 和 方法 


当 借助 于 多 目标 喀 度 ( 超 〉 曲面 来 搜索 多 月 标 优化 值 时 ， 并 不 需要 找 出 各 响应 〈 超 )- 曲 
面 的 “山峰 ”或 “山谷 "， 而 是 要 在 各 因素 取 某 一 组 值 时 ， 使 各 目标 的 试验 铺 果 都 获得 较 优 


的 值 。 


在 多 目标 响应 〈 超 》 曲面 上 搜索 多 目标 优化 值 的 途径 是 借助 于 改变 等 高 〈 超 ) 截面 的 方 
法 来 进行 的 ， 即 对 每 一 响应 〈 超 ) 曲面 分 别 选 择 合 通 的 、 具 有 相同 维 数 的 短 高 〈 超 ) 截面 ， 
并 与 相应 的 响应 〈 超 ) 曲面 相交 ， 分 别 得 到 各 等 高 线 或 〈 超 ) 等 高 面 [它们 总 是 (ae 一 1) 
维 3。 例 如 对 于 三 维 响应 超 曲 面 ， 则 选择 合适 的 三 维 等 高 超 截 面 ， 它 与 三 维 响应 超 曲 面 相交 
得 二 维 等 高 面 。 应 当 指 出 ， 所 得 等 高 线 或 (起 ) 等 高 面 可 能 不 至 一 条 或 一 个 ， 因 为 响应 〈 超 ) 


曲面 可 能 存在 “多 活 ” 或 “多 谷 ” 的 情况 。 

以 下 ， 通 过 一 些 共 体 问 题 来 介绍 搜索 多 
目标 优化 值 的 过 程 和 方法 。 

图 15-6 是 描述 双 目 标 《 二 因素) 优化 
问题 的 通 法 几何 模型 。 设 因素 4 、8 均 为 五 
个 水 平 ， 即 dv、 A:、 As ns A nm As 及 Bi 3 
J 了.、B，,、B,、Bs。 在 全 面试 验 时 ， 共 有 25 
个 试验 点 。 要 求 所 得 和 的 目标 值 y:、y: 越 大 
越 好 。 具 体 过 程 如 下 : 

C1) 根据 25 次 试验 中 所 得 的 各 目 标 
值 ,建立 起 共存 于 同一 三 维 空间 0ABy! 《7y:) 
中 的 两 个 响应 由 面 。 

《 2》 分 别 选 用 》1=P!、>:=Q1 的 等 
高 截面 与 相应 的 响应 曲面 相交 ， 所 得 的 交 线 

《等 高 绕 )p,、41 都 是 一 维 的 ， 且 各 有 两 
条 。 由 等 高 线 p,、g, 所 围 成 的 部 分 ， 分 别 
以 (Pp 、(90)》 表示 。(2D、(9D) 内 的 每 一 
点 ( 即 每 一 个 可 能 的 试验 )， 所 对 应 的 目标 值 

《 按 图 15-6 的 情况 耐 言 )， 均 分 别 大 于 或 


A 上 
| At pil 


(p11 (i(8s} 


8 


等 于 P,、9i。 但 [CPP n (9 内 的 每 一 点 所 辕 156 双 肯 标 一 因素 优化 问题 的 画 法 几何 模 理 


村 应 的 目标 值 才 既 大 于 或 等 于 P,、 又 大 于 或 等 于 9,。 


《3 ) 为 了 搜索 其 优化 值 ， 应 使 (pg,》，、(91) 的 公有 部 分 逐渐 缩小 ， 最 好 使 (jp1)、(9g) 相 
切 于 一 点 。 为 此 ， 有 三 个 途径 ， 疏 变 P 信 ,使 (pz〉 缩 小， 改变 8@ 值 ， 使 (9 ) 缩 小 ， 同 时 改 
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【pz) 门 (9) 


5 


&) b) 


yp 


[一 二 一] > 
S 


(2) 们 (9) 


”加 15-7 ”搜索 多 是 标 优化 俩 过 程 的 期 15-8 搜索 多 目标 优化 值 过 程 中 的 情 
情况 分 析 (一 》 况 分 析 (二 ) 


变 P、9Q 信 ， 使 (了)、( 9 ) 均 缩小 。 应 根据 实际 情况 ， 选 择 上 述 途径 ， 一 般 原则 是 ， 当 各 叶 
标 值 的 要 求 存 在 主 、 次 时 ， 可 优先 考 碰 改变 主要 目标 值 的 等 高 〈 超 ) 截面 ， 当 等 高 截面 P、 
Q 改 变 时 ，( 了)、( 9 ) 的 变化 建 麻 与 各 响应 曲面 的 陡 度 有 关 ， 即 陡 度 越 大 、 变 化 越 蚀 ， 为 
此 ， 一 般 可 优先 考虑 改变 响应 晶 面 中 陡 度 较 大 的 等 高 截面 。 . 

(4) 当 Qi 变 为 8: 时 ， 所 得 的 (21) 与 (qg，) 相 切 于 点 T。 值 得 注意 的 是 ， 经 过 搜索 所 
得 点 TtAr、Br) 并 不 在 已 做 过 的 25 次 试验 之 内 。 

(5) 最 后 ， 需 对 搜索 所 得 的 了 (4r、Br) 进行 验证 试验。 


上 述 过 程 是 假定 两 目标 什 越 大 越 好 的 情况 。 当 要 求 两 目标 信 越 小 越 好 时 ， 其 原理 和 方法 : 


基本 相同 。 
下 面 对 搜 索 多 目标 优化 值 过 程 中 可 能 出 现 的 一 些 情况 讨论 如 下 ， 


(1) 当 [(Cz)n(97) 出 现在 预定 试验 范围 的 边界 处 时 ， 如 图 15-7 所 示 ， 风 可 适当 扩 


大 试验 范围 ， 使 [( 户 ) mn (9 )3 部 分 偏离 试验 范围 边界 后 ， 再 继续 进行 搜索 。 

(2) 当 EC 了 NC4 站 多 处 同时 出 现时 ， 如 图 15-8 所 示 , 一 般 可 以 从 公有 部 分 中 较 大 的 
那 部 分 进行 重点 搜索 ， 除 此 之 外 ， 还 应 注意 尽量 在 对 生产 工艺 有 利 的 区 域内 滥 行 搜索 。 

加 15-9 是 双 目 标 三 因素 优化 问题 的 画 法 几何 模型 。 设 因 沸 及 ;B,C 均 取 三 水 平 (共有 
27 个 试验 点 )， 要 求 两 目标 y:、>; 越 大 越 好 ， 并 设 y; 为 主要 目标 。 

具体 过 程 如 下 : 

(1) 根据 各 次 试验 所 得 的 目标 值 ， 可 建立 六 组 〈 十 二 个 ) 相互 有 特定 联系 的 响应 曲 
面 。 - 
(2) 选取 等 高 截面 P, 、Q, ， 分 别 作出 与 各 组 响应 曲面 的 等 高 线 ， 并 确定 其 公有 部 
分 ， 即 CCPD ngD]uc 和 [CCPDn(C9Dis。 显 然 ， 对 其 中 第 到 组 ， 第 出 组 响应 曲面 可 停止 搜 
地 。 

(3) 再 选取 新 的 等 高 截面 P:(Q: 不 变 ? 进 行 第 二 次 搜索 。 此 时 , 只 有 第 工 组 遇 应 曲面 中 ， 
(2 与 (9) 相 切 于 点 了 ， 其 余 各 组 响应 曲面 中 均 没 有 产生 公有 部 分 ， 因 此 搜索 可 以 暂 停 。 事 
实 上 ， 在 第 一 次 搜索 时 ， 由 于 第 工 组 响应 曲面 中 所 得 的 公有 部 分 [Cn(9D]Jvne 为 最 大 , 因 


此 在 进一步 搜索 时 ， 可 以 取 第 工 组 响应 向 曾 为 重点 搜索 区 ， 其 余 五 组 响 应 曲面 均 可 暂时 停止 


搜索 。 这 样 ， 搜 索 的 速度 可 以 大 大 提高 。 
(4 ) 根据 所 得 的 最 优点 T(4rz、Bs、by)， 进 行 验证 试验 。 
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图 15-9 双 目 标 三 因素 做 化 何 题 的 画 法 几何 模型 


第 十 六 章 ”在 线性 规划 问题 中 的 应 用 


众所周知 ， 线 性 规划 在 工业 、 商 业 、 经 济 等 管理 工作 中 已 被 广泛 采用 。 线 性 规划 问题 中 
有 四 个 变量 的 图 解法 或 图 解 解析 法 )， 已 取得 了 相当 满意 的 成 果 ， 而 且 在 菜 些 方面 比 熟知 
的 解析 法 更 简便 。 由 于 与 图 象 显 孙 或 绘图 机 相 联 的 电子 计算 机 的 应 用 ， 使 更 多 变量 的 线性 规 
划 问 题 的 图 解法 有 了 现实 的 可 能 性 。 


第 一 节 ”线性 规划 问题 的 基本 概念 和 图 解 原理 


一 、 基 本 概念 

例如 ， 一 个 简单 而 典型 的 线性 规划 癌 题 ， 一 个 工厂 制造 A 型 和 B 型 贾 类 举 子 ， 每 张 桌子 
要 经 过 加 工 和 油 潜 两 道 工序 完成 。 木 工 制造 一 张 A 型 桌子 需 一 个 小 时 ， 加 工 一 张 3 型 桌子 需 
两 个 小 时 。 油 漆 工 油漆 一 张 A 型 桌子 需 三 个 小 时 ， 油 漆 一 张 B 型 罕 子 需 一 个 小 时 。 木 工 每 天 
工作 不 每 超过 8 小 时 ， 油 漆 工 每 天 工作 不 得 超过 9 小 时 。 每 做 一 张 人 型 捍 子 ， 工 厂 可 获 利润 
2 元 ， 敏 一 张 B 型 桌子 可 获 利润 3 元。 假如 该 工厂 生产 的 拧 子 能 够 全 部 卖 出 ， 试 问 每 天 各 种 
型 号 的 桌子 各 生产 多 少 张 ， 才 能 使 该 工厂 获得 最 大 利润 ? 

设 x 表示 工厂 每 天 做 A 型 桌子 的 数目 ，? 表示 每 天 做 B 型 桌子 的 数目 。 木 工 每 天 做 A 型 
桌子 需 * 小 时 ， 做 也 型 桌子 需 2y 小 时 ， 因 此 ， 木 工 所 用 的 总 时 数 是 〈《x +27》) 小 时 。 油 梁 
工 每 天 做 A 型 桌子 需 3*x 小 时 ， 做 B 型 人 挫 子规 7》 小 时 ， 因 此， 油 漂 工 所 用 的 总 时 数 是 (3* + 
》) 小 时 。 由 于 做 负数 的 举 子 是 无 意义 的 ， 因 此 x* 关 05 7》 之 0。 最 后 ,其 利润 的 关系 式 
Fr-2x+37y (16-1) 

综 上 所 述 ， 对 于 上 述 问题 ， 可 用 数学 的 术语 表述 如 下 ， 

使 F =2x+37 为 最 大 并 满足 下 列 条 件 ， 


x 这 0 C16-2) 
上》 之 0 (16~-3) 
x+27 和 8 (16-4) 
3x+y 生 9 (16-51 


其 中 ，F =2x +3》 称 为 目标 《利润 ) 函数 式 、 四 个 不 等 式 组 称 为 约束 条 件 。 且 标 函 数 
和 约束 条 件 要 结合 称 为 线性 规划 。 作 为 线性 规划 来 源 的 具体 问题 称 为 线性 规划 问题 。 

二 、 钱 性 不 等 式 的 图 示 方 法 

将 式 (16-2)、(16~3)、(16~4)、(16-5) 取 等 式 并 化 为 截 距 式 ， 妓 


x=0 C16-6) 
y=0 (16-7) 
x yy 

~ 一 十 一 王 一 
” 了 

一 十 一 下 一 
了 二 1 (16-9) 
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作出 它们 的 直线 ， 如 图 16-1a 所 示 。 


时 
f(x,y) = 


Ax,y)>0 


~ 0 


b) 
图 16-1 线性 不 等 式 的 图 示 法 


为 了 解释 各 直线 擅 国 成 的 区 域 的 几何 意义 ， 现 进一步 分 析 如 下 : 
在 图 16-1b 下， 设 
f(x, YY)=ax+by— ec 

(C1) 当 fJ(x,》) = 0 时 ， 它 的 图 象 是 一 直线 工 。 

(2) 当 六 xy,y)< 0 时 ， 它 的 图 象 说 于 以 工 为 界 (包含 趟 点 ) 的 一 个 开 半 平 面 内 。 

(3) 当 fCx,》)> 0 时 ， 它 的 图 象 位 于 以 上 为 界 的 男 一 开 半 平面 内 。 

(4) 当 让 x，y) 和 0 时 ， 它 的 图 象 是 开 半 平面 和 和 它 的 界 的 并 集 ， 叫 做 半 平 面 ， 可 在 
工 的 一 俩 用 箭头 来 表示 。 

(5) 当 j 太 xy)z 0 时， 它 的 图 象 也 是 一 个 半 和 平面 。 

因此 ， 上 述 线性 不 等 式 组 的 图 象 就 是 在 这 个 不 等 式 组 中 各 个 不 等 式 图 象 的 交集 ， 即 该 图 
象 是 包括 它 的 界 的 四 边 形 区 域 04CB， 如 图 16-1 a 所 示 。 在 线性 规划 问题 中 ， 约 束 条 件 的 
解 集 称 为 这 个 线性 规划 的 可 行 解 集 。 可 行 解 的 图 象 叫做 可 行 区 域 ， 该 区 域 上 所 有 的 点 集 称 为 
同 集 ， 其 中 0、A、B、C 称 为 凸 集 顶点 (或 称 为 可 行 域 顶 成 )， 

三 、 线 性 规划 问题 的 图 解 原理 

首先 分 析 目 标 沙 数 的 图 示 问 题 ， 如 在 F =2x +3》 方 程 中 ， 有 三 个 变量 FR、x、7， 罗 
此 不 能 用 图像 来 表示 这 个 方程 
的 解 集 。 但 是 ， 对 于 不 闻 的 FF 
值 就 有 不 同 的 直线 ， 显 然 ， 这 
些 直 或 是 一 组 平行 直线 族 ， 如 
图 16-2 a 所 示 。 

可 以 证 明 , 在 一 般 情 况 下 ， 
旧 标 函数 可 能 的 最 大 值 或 最 
小 值 ， 可 在 相应 的 可 行 域 顶点 
中 找到 。 这 样 ， 对 十 上 述 问题 
中 寻找 目标 函数 的 最 优 注 〈 充 图 16-2 鲁 性 规划 间 写 区 图 解 原理 
大 值 或 最 小 值 ) 的 儿 汪 过程、 可 以 看 成 是 目标 函数 直线 按照 与 它 自己 平行 的 某 个 方向 运动 ， 
并 通过 各 个 顶点 (如 0、A4、8、C), 从 而 寻求 目 尺 函数 的 最 大 值 或 最 小 和 值 ， 恕 图 16-23b 所 
示 。 此 时 ， 目 标 函 数 可 在 C 点 (极点 ) 处 找到 最 大 值 ， 即 在 (2 、3) 处 的 目标 函数 有 最 大 


Jy 
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值 (F =13)。 因 此 ， 上 述 实 例 中 ， 如 果 该 工厂 每 天 生产 A 型 桌子 2 张 和 B 型 桌子 3 张 就 


会 获得 最 大 的 利润 。 
根据 上 述 图 解 原 理 ， 可 推论 到 更 多 变量 的 线性 规划 问题 。 现 以 四 元 线性 规划 问题 为 例 吉 
以 分 析 ， 
设 ， 1 aiX 寺 Gilzy 二 az+aE< Di 
GozIX 十 Coay 十 dos2 十 Go 和 0 
’ asx dy + assZ + Gort bs 
| dX+ y+ G2 ad 人 bh 
xX08 7 之 034 2 之 0 2 之 0 
目标 函数 克昌 win) 二 CiX 十 Cay 十 Coz 十 Ci 
则 : 


(1) 一 个 四 元 线性 规划 问题 的 可 行 域 是 一 凸 超 多 面 体 〈 封 闭 的 或 不 封闭 的 )， 它 可 署 
成 是 由 条 件 约束 式 ( 包 括 正 向 约束 式 ) 所 代表 的 超 平 面 群 的 交集 所 确定 ， 即 上 式 中 的 凸 超 多 面 
体 是 由 八 个 超 平 面 的 交集 所 确定 。 

2》 最 优 解 的 极点 可 在 上 述 凸 超 多 面体 的 顶点 《可 行 域 项 点 ) 处 求 得 。 

(3) 为 了 求 得 最 大 值 (或 最 小 值 )， 可 过 凸 超 多 面体 各 模 点 引 生 标 函 数 的 超 导 平 面 的 
平行 超 平面 群 ， 并 根据 各 平行 超 平 面 中 与 原点 距离 为 最 远 〈 或 最 近 ) 来 确定 目标 函数 最 大 值 
《或 最 小 值 》 时 的 最 优 解 。 


第 二 节 可行 域 及 其 顶点 位 置 的 判别 


对 线性 规划 问题 进行 图 解 时 ， 必 须 先 求 出 凸 集 的 所 有 顶点 ， 这 对 于 变量 较 允 的 线性 规划 
问题 ， 并 不 是 一 件 很 方便 的 事 。 为 此 ， 尽 量 在 图 解 之 前 对 凹 集中 顶点 的 分 布 情 况 作 必要 的 分 
析 ， 以 避免 作 图 的 育 目 性， 从 而 达到 简化 作 图 的 目的 。 

为 了 便于 理解 ， 先 对 三 元 线性 规划 问题 中 的 可 行 域 及 其 顶点 情况 进行 分 析 ， 然 后 再 推论 
到 四 元 线性 规划 问题 。 

、 条 件 约束 式 中 全 部 是 “入 ”的 情况 

此 时 ， 由 条 件 约 束 式 和 正 向 约束 式 的 交集 是 一 封闭 的 凸 多 面体 〈 即 可 行 域 )， 其 顶点 的 
分 布 与 条 件 约束 方程 的 多 少 有 关 。 

设 变量 数 为 n ， 条 件 约束 方程 数 为 m。 

1。 RR 二 坎 

当 三 个 条 件 约束 方程 取 等 式 时 ， 则 三 个 平面 交 于 一 点 ， 该 点 一 般 存 在 于 三 维 空间 中 ， 如 
图 16-3 中 的 了 点。 在 凸 多 面体 04BCDBE 中 ， 顶 点 4、C 、 瑟 位 于 投影 面 上 ,顶点 8 位 于 
投影 轴 上 ， 0 位 于 原 虑 上 

推论 ， 在 四 元 线性 规划 问题 中 ， 当 存在 四 个 条 件 约束 式 时 ， 凸 集中 必定 有 一 个 顶点 ， 且 
位 于 由 维 空间 中 ， 其 余 的 顶点 可 位 于 投影 空间 、 投 影 平 面 、 投 影 轴 或 原点 上 。 

2， NW 二 轴 十 1 

当 m=3 时 ，m=2， 即 两 个 平 丽 交 于 一 直线 ， 如 图 16-4 中 直线 BC。 此 时 ， 凸 集中 不 
会 有 顶点 位 于 三 维 空间 中 ， 在 凸 多 面体 04BCDE 上 ， 顶 点 互 、C 位 于 投影 面 上， 顶点 4、 
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图 16-3 ”可行 域 及 其 顶点 位 置 判 图 16-4 可 行 域 及 其 顶点 位 置 判 
世间 示意 图 《一 ) 别 的 示意 图 〈 二 》 


刀 、 瑟 位 于 投影 轴 上 ， oO 位 于 原点 上 。 

推论 ， 在 四 元 线性 规划 问题 中 ， 当 存在 三 个 条 件 约 束 式 时 ， 在 四 维 空间 中 的 三 个 起 平面 
交 于 一 直线 。 因 此 ， 不 会 有 项 点 位 于 四 维 空间 中 。 凸 超 多 面体 上 的 顶点 可 能 位 于 投影 空间 、 
投影 面 、 投 影 轴 或 原点 上 。 

3。 n= 十 2 

在 三 维 空间 中 ， 一 个 平面 与 投影 轴 只 能 交 于 点 ,是 集中 的 顶点 只 能 位 于 投影 轴 或 原点 上 ， 
如 图 16-5 中 的 0O、A、B、C。 

推论 ， 在 四 元 线性 规划 问题 中 ， 当 存在 两 个 条 件 约束 式 时 ， 在 四 维 空间 中 的 两 超 平面 交 
于 一 平面 。 因 此 ， 不 会 有 顶点 位 于 四 维 空间 或 三 维 空间 。 上 出 集 上 的 顶点 可 能 位 于 投影 面 、 投 
影 轴 或 原点 上 。 

二 、 条 件 约束 式 中 全 部 是 “ 宇 ” 的 情况 

此 时 ， 由 条 件 约 柬 式 所 得 的 可 行 域 是 不 封闭 的 ， 如 图 16-6 所 示 。 对 于 这 类 线性 规划 问 

， 一 般 是 只 求 最 小 值 。 关于 其 顶点 的 分 布 情况 ， 与 前 述 情 况 基 本 相同 。 

三 、 条 件 约束 式 中 包含 
“<”、 “之 ”的 情况 

此 时 ， 条 件 约 束 式 的 交集 
可 构成 一 凸 〈 超 ) 多 面体 。 但 4 


是 该 凸 ( 超 ) 多 面体 及 其 顶点 的 一 人 人 
情况 将 随 着 条 什 的 束 式 不 等 式 ， 。 2 一 一 当 
符号 的 改变 而 变化 。 ~ ~ 
设 三 维 空间 中 两 条 件 约束 ”图 16-5 可 行 域 及 其 优点 位 置 判 。 图 16-6 可 行 域 及 其 顶点 位 轩 
式 为 P、Q。 出 的 示意 图 〈 三 ) 判别 的 示意 图 (四 》 
如 果 了 PP 0、Q 之 0， 则 由 它们 所 确定 的 凸 多 面体 为 4BCDEF， 如 图 16~7 a 所 示 。 
如 果 P 宇 0、98 三 0， 则 由 它们 所 确定 的 是 多 面体 为 BCG 瑟 ， 如 图 16-7b 所 示 。 
如 果 进 一 步 分 析 图 16-7a 、b ， 容 易 得 到 如 下 的 推 论 ; 
(1 》 当 要 确定 最 大 值 时 ， 其 可 行 域 的 顶点 必定 在 “ 委 ” 的 约束 《〈 超 》 平面 上 。 因 此 ， 
不 必 考 虑 全 由 “>” 所 构成 的 交点 ， 如 图 16-7 a 中 的 E、F 点 可 不 必 求 出 ， 因 为 它们 不 悄 
于 约束 平面 P(< 0) 上 。 
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(2 ) 当 要 确定 最 小 值 时 ， 其 可 行 域 的 顶点 必定 在 “之 ”的 约束 〈 超 ) 平面 上 。 因 此 ， 
不 必 考 碟 全 由 “ 近 ” 所 构成 的 交点 ， 如 图 16-7a 中 的 4、D 点 可 不 必 求 出 ， 因 为 它们 不 启 
于 约束 平面 8 (之 0) 上。 
四 、 条 件 约束 式 中 “= ”的 情况 
当 条 件 钓 束 式 中 既 有 “= ”又 有 “之 ”"、“ 和 ”时 ， 可 行 城 顶点 可 根据 上 述 各 种 情况 的 组 合 
来 确定 。 


图 16-7 可 行 域 及 其 顶点 位 置 判别 的 示意 图 (五 》 


第 三 节 应 用 实例 


例 1 求 P=5x+3》+10z +24 的 最 大 值 ， 并 满足 下 列 条 件 。 
x+43+2z2+ ul0 
| se 
XxX 之 0; 7>>05 7z 之 0; 20 
解 : 
《1)》 作出 约束 超 平 面 A、 下 。 为 了 简化 作 图 ， 将 约束 超 平 面 方程 改写 成 截 距 式 ， 
. x > z a 


+ 


一 十 一 一 十 一 十 一 二 
A: 16 5/2 + 5t+10™! 


Ti 这 
4 8 8/3 
作 上 出 的 约束 超 平 面 A、T 如 图 16-8 所 示 。 
(2 ) 确定 可 行 域 顶点 的 位 置 。 由 上 述 判 别 原则 可 知 ， 当 变量 数 n = 4、 约束 方程 数 
于 = 2 时 ， 凸 集中 的 顶点 只 能 位 于 投影 而 和 投影 轴 上 。 因 此 , 这些 顶 点 可 利用 迹 线 直接 得 到 ， 
具体 分 析 恕 下， 
超 平面 A、T 的 交 平 面 与 投影 面 的 交点 为 4、B、C 。 从 图 16-8 中 可 以 着 出 ，4、C 不符 
会 正 向 约束 条 件 ， 因 此 ， 只 有 上 B 点 是 可 行 域 顶点 。 
求 出 超 平面 A、 工 与 投影 轴 XX、Y 、Z 、D 的 交点 分 别 为 EE、F、G、H， 【、J、 KK、 
LI， 由 于 两 约束 超 平面 均 为 “<<”， 因 此 其 中 下 、 了 1 、K、 上 为 可 行 域 的 区 点 。 
综 上 所 述 ，B、 下 、 、K、 工 为 可 行 域 顶点 。 
(3) 根据 =5x+3y +10z +24 作 出 目标 超 平面 8。 
(4) 过 顶点 BB、F 、7 、K、 工 分 别 作 超 平面 与 目标 超 平面 8 平行 《为 了 图 面 清晰 ， 


+ =1 
8/5 
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没有 全 嘱 作 出 )， 并 比 较 各 超 平 面 与 原点 的 
远近 。 此 时 ， 过 顶点 丘 所 作 的 超 平面 8 离 原 
点 《或 目 深 超 平面 8) 最 远 。 因 此 ， 可 求 得 
最 优 解 为 项 上 记 KK， 好 xx = 0 、ygk = 0、zg >= 
8/3 、tx = 0 时 为 最 优 解 、 即 


8 2 
Fas= 3 X10=263 


如 时 用 单纯 形 法 解 题 ， 可 得 最 优 解 为 
(0、0、8/3、0)7， 与 图 解 结果 相同 。 
但 是 ， 用 单纯 形 法 进行 解 题 是 相当 麻烦 的 。 

例 2 求 F =20x 一 z +54 的 最 大 值 ， 
并 满足 下 列 条 件 ， 

~2xX+3)》+2z+4u 之 4 
3%-2+2z +2uU13 
2x+4)-2+3u=16 

xX 之 0 7》 之 0; ZzZ 宕 0; 20 

解 ， 图 16-8 应 用 举例 

(1) 作出 约束 超 平面 4、T、Q。 为 了 简化 作 图 ， 将 各 约束 超 平面 方程 改 写 为 截 距 
式 ， 


一 2 + 2 + 1 
13/3 一 13/2 13/2 13/2 
QO: + 
8 4 -16 16/3 
作出 的 约束 超 平面 A、T、8 如 图 16-9 所 示 。 
(2 ) 由 上 述 判别 原则 可 知 ， 
当 变 量 数 上” = 4 、 约 束 条 件 方 程 数 wn = 3 时， 可 行 域 顶点 只 能 位 于 投影 空间 、 投 影 面 或 
投影 加 上 。 
由 于 条 件 约束 式 中 有 “= ”的 情况 ， 因 此 可 行 域 顶点 应 限于 等 式 约束 超 平面 Q 上 .。 
由 于 本 题 要 确定 最 大 值 ， 因 此 可 行 域 硕 点 必需 在 “万 ”的 约束 超 平面 T 上 。 
综合 以 上 情况 ， 可 行 域 硕 点 应 是 ， 
其 一 ， 约 束 超 平面 与 各 投影 轴 的 交点 是 4、B 、C 、D， 如 图 16-9 所 未 ， 但 其 中 C 
点 不 符合 正 向 约束 条 件 。 | 
其 二 ,两 约束 起 平面 8、 人 的 交 平面 与 各 投影 面 的 交点 , 即 与 工 的 各 同名 迹 线 的 交点 及 、 
F、G， 但 其 中 点 FF 不 符合 正 向 约束 条 件 。 
其 三 ， 三 约束 超 平 面 8、T、A 的 交 线 ! 与 各 投影 空间 的 交点 为 H、J、J、KK。 
根据 以 上 分 析 可 知 ， 可 行 域 项 点 应 是 4、B、D、E、G、 日 、I、J、K。 其 中 4、 
B、D、E、G 可 在 图 上 直接 作出 ， 但 要 作 击 HH、7 、7 、 帮 ， 必 须 求 出 三 约束 超 平 面 的 交 
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图 16-9 ”应 用 举例 


名 .但 是 ,在 四 维 空间 中 三 个 超 平 面 求 交 线 {的 作 图 过 程 是 较 麻 烦 的 。 如 果 用 图 解法 求 其 交 线 
1 ， 由 于 作 图 线 较 多 ， 不 但 容易 产生 作 图 误差 ， 而 且 影 响 图 面 的 清晰 。 为 此 ， 可 运用 简单 的 
数学 运算 解 出 其 交 线 ! 的 方程 ， 并 写 出 它 的 各 投影 的 解析 式 ， 即 

x 村 


1: t+ 


u 
2.5512.16™ 1 
据 此 ， 先 作 它 们 的 投影 4 、42、4， 再 用 图 解法 求 出 ! 与 各 投影 空间 的 交 点 及、T、J 、 
K。 
(3》 判别 最 优 解 ， 
根据 F =20x - z +52 作 目标 函数 超 平面 68， 并 对 各 顶点 进行 判别 ， 可 得 点 K 为 最 优 
解 ， 即 xx = 4.29、 ykx=2.49、 Zrkr=2.55、 ux = 0 时 为 最 优 解 ， 即 
Fusx =20xX4.29—-2.55+ 5x0=83.3 
加 机 279 162 166 T 5414 
如 果 用 单线 形 法 进行 针 题 ， 可 得 最 优 解 为 (3 于、 人 、-、0 )”， 即 .= -5 
= 83.3 与 图 解 结果 一 致 。 
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